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1 Bedingte Erwartungen

1 Bedingte Erwartungen

Aus der Stochastikvorlesung kennen Sie den Erwartungswert

:/XdP
Q

eine integrierbaren Zufallsvariable X € £1(2, A, P). Der Begriff der bedingten Erwartung verallgemei-
nert diesen Erwartungswert-Begriff auf Situationen in denen man Teilinformationen iiber das zufillige
Ergebnis w € €2 hat.

1.1 Elementare bedingte Erwartungen

Es sei (2, 4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A ein Ereignis mit P(A)>0.

Erinnerung. Durch P(-|A) : A — [0,1], P(B|A) = pgaj)g) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf

(Q,.A) definiert. Es heifit bedingtes Wahrscheinlichkeitsmaf$ zu P gegeben A.

Erwatungswerte bzgl. dieses Mafes heiflen elementare bedingte Erwartungen. Nun besitzt P(:|A) bzgl.
P die Dichte %. In der Tat: Fiir alle B € A gilt:

P(B|A):/;B(Z‘; dP:/ Plél) dP
Q B

P(-]A)
Dichte aP(A)

Wir erhalten folgende Formel fiir elementare bedingte Erwartungen. Fiir Zufallsvariable X € £1(Q, A, P)
oder X >0 gilt:

B |X] = /X la o p_ EplX14] _ Ep[X14]

P(A) P(A) Ep[14]

——

Dichte

Nun betrachten wir statt eines Ereignisses A eine Partition von €2 in n Ereignisse: 2 = AU AsU...LUA,,
wobei wir im Moment P(A4;) >0 fiir i=1,...,n annehmen. Man kann sich die A; in der Form A4; =

{Y =y} = Y '({x;}) vorstellen, wobei Y: @ — {y;,...,yn} ein Zufallsvariabe sein soll, die nur
n-Werte y;, ..., Yy, annehmen kann.

Gegeben X € L£1(Q, A, P), kodieren wir die Gesamtheit aller elementar bedingten Erwartungen in
einer einzigen Zufallsvariablen Z:  — R, wobei Z(w) = E[X|A4,] fir w € A;, i=1,...,n.

7 ist also eine , vergroberte Version“von X; stiickweise konstant auf den A;.

- " E[X 14
; [X[Ai] L4, ; PlA) A
Stellt man sich A; = {Y = y;} vor, so kann man Z in der Form Z=f(Y) = foY mit f(y;) = E[X|A4;] =

E[X|Y = y;] i=1,...,n schreiben. Nun bezeichne F = o(Ay,...,4,) = {U Al C {1,...,n}}=0 (Y)
el

,die von der Partition A, ..., A,, erzeugte o — Algebra. Die Partition A, ..., A,, ist natiirlich (bis auf

die Reihenfolge) durch F bestimmt, insofern tragen F und Aj, ..., A, die gleiche Information.

Definition 1.1.1.

E[X|F] = ZEX|A ZEf[leA
=1

heiffit die bedingte Erwartung von Xgegeben F. f Ay, sun} — R (YY) = EIX|Y = y] heifst
faktorisierte bedingte Erwartung von X gegeben Y.




1 Bedingte Erwartungen

Die bedingte Erwartung E[X|F] ist also - ebenso wie X - eine Zufallsvariable auf (2, .4, P), die wir
uns als ,,vergroberte Version®, ,,Schiatzung® oder , Prognose* von X gegeben F vorstellen kénnen.

Der Name ,faktorisierte bedingte Erwartung“wird durch die Gleichung E[X|F] = f oY, also das

EIX|7)

kommutative Diagramm 2 R, Q X {y1, .., yn} EN gerechtfertigt.

Charakteristische FEigenschaften der bedingten Erwartung:
Lemma 1.1.2. Unter der Voraussetzung eben gilt:
1. E[X|F]ist F - B(R) - messbar (kurz: F - messbar)
2. VA e F qilt: E[X 14] = E[E[X|F]14]
Beweis.
1. Erinnerung. Fine Abbildung Z: Q@ — R heifit F - messbar, wenn fir alle B € B(R) gilt:
ZYB)={weQZ(w)eB}={ZecB}cF

Nun ist E[X|F] nach Definiton auf jeder der Mengen Ay, ..., A,, konstant. Fiir jedes B C R ist also
{E[X|F] € B} von der Gestalt |J A; fiir geeignetes I C {1,...n}. Es folgt: {E[X|F] € B} € F.

i€l
2. Essei A = |J A; € F fiir geeignetes I C {1,...,n}. Dann gilt 14 = ) 14,, da die A; paarweise
i€l el
disjunkt sind. Es folgt:
E[X 14]
EX14=E[X) 14]=) E[X14]= §:7157 =Y E[X|A]E[14,] =
el i€l el i€l

E | E[X|AiL,

=E | _E[X|Aj] 1,14 | = E[E[X|F]|14]
iel S~

i=1

:1Ai ciel
=0:4¢1

O]

Verallgemeinerung (Nullmengen in der Partition Ay, ..., A,). Problem, wenn wir auf die Vorausset-
zung P(A;) > 0 Vi € 1,...,n verzichten: Im Fall, dass P(A ) = 0 fiir manche i tritt in

" E[X 14,]

BIX|F) =3 =5y 1a

i=1

der unbestimmte Ausdruck 3 auf. Allerdings betrifft diese Unbestimmtheit nur den Wert von E[X|F]
auf der Nullmenge unter den A;. Setzten wir fir i=1,...,n

E[X|A)] falls P(4;) > 0
€; —
beliebig falls P(A;) =0

und

X|]: Z €; 1141,
so ist diese bedingte Erwartung noch eindeutig bis auf Abdnderung auf Nullmengen in F.
Sprechweise: E[X|F] ist p-fast-sicher eindeutig bestimmd.

Die Aussagen 1. und 2. als Lemma bleiben auch mit dieser Verallgemeinerung giiltig. Insbesondere
kommt es bei der Erwartungswertbildung in 2. auf die Nullmengen unter den A; nicht an.
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1.2 Aligemeine bedingte Erwartungen: Definition und Eindeutigkeit

Im Folgenden sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine Unter-o-Algebra und

X € £Y(Q, A, P). Wir wollen (in Verallgemeinerung des eben betrachteten elementaren Begriffs der
bedingten Erwartung) eine bedingte Erwartung von X gegeben F definieren, die wieder eine ,,Ver-
groberung®, , Schitzung“ oder , Prognose“ fiir X gegeben die Information in F bedeuten soll. Dazu
ndrehen wir die Logik gegeniiber Abschnitt 1.1 um*:

Die Aussagen des Lemmas in 1.1 werden jetzt zu definierenden Bedingungen:

Definition 1.2.1. Es sei X € £LY(Q, A, P). Eine Zufallsvarible Z € L' (2, A, P) heifit eine bedingte Erwartung

von X gegeben einer Unter-o-Algebra F C A, wenn gilt:

1. Z ist F-messbar.
2. VA e F qgilt: E[X 14] = E[Z 14].

Im Gegensatz zu Abschnitt 1.1, ist diese Definition nicht konstruktiv. Damit haben wir das Problem
der Existenz und Eindeutigkeit. Aus Kapitel 1.1 wissen wir schon, dass wir bestenfalls Eindeutigkeit
bis auf Abénderung auf einer P-Nullmenge in F erwarten diirfen.

Satz 1.2.2 (Eindeutigkeit der bedingten Erwartung P- f.s.). Sind Z und W zwei bedingte Erwartungen
der gleichen Zufallsvariablen X € LY(Q, A, P) gegeben F, so gilt Z=W P-f.s.

Beweis. Nach Voraussetzung 1 sind Z und W F- messbar, also auch Z-W F-messbar. Insbesondere
ist A={Z >W}={Z—-W >0} € F. Es folgt mit Teil 2 in der Definition:

E[(Z =W)la]l = E[Z14] — E[W 14] = E[X 14] = E[X 14] =0

Nun ist (Z-W)14 > 0, daher folgt (Z-W)14 = 0 P-f.s. Das bedeutet nach Definition von A: P(A)=0
also Z < W P-f.s.
Mit vertauschten Rollen von Z und W folgt ebenso W<Z P-f.s., also zusammen Z=W P-f.s. 0

Satz 1.2.3 (von Radon-Nikodym fiir endliche MaBe). Sind p und v endliche Mafle auf (Q,A), so

sind dquivalent:

1) Jede p-Nullmenge ist auch eine v- Nullmenge.
2) v besitzt eine Dichte bzgl. .

Bemerkung. Gelten die beiden dquivalenten Bedingungen des Satzes, so sagt man: v ist absolut stetig
bzgl. 1 und schreibt v < p.

Beweis. 2)=1) Besitzt v die Dichte f bzgl. u, so gilt fiir jede p-Nullmenge A€ A:
v(A) = / fdu =10
A
1)=2)  Wir betrachten die folgende Menge von Funktionen:

M:{f:Q—>R’f>0,fist.A—messbar,/fdu<1/(A)VA€A}
A

Es bezeichne f V g das Maximum von f, g: Q — R:

fV g(w) = maz{f(w),g(w)}.
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Es gilt fir allef, ge M: fVvge M,dennfV g >0, fV gist A- messbar und fiir alle A € A gilt:

/ngdu— / fVygdu+ / fVgdu=

An{f<g} An{f>g}
/ gdu+ / Fan S AN < g+ AN (S > ) = A)
An{f<g} An{f>g}

Wenn 0€ M ist M nicht leer . Wir setzen s:= sup{ [ fdu|f € M}. Insbesondere ist 0< s < v(Q) < co.
Q

n—o0

Wir wihlen eine Folge (f)neny in M mit [ fodp = s.
Q
Wir setzten g, = f1 V... V f, € M. Dann ist (g )nen aufsteigend und

s > /gnd,u > /L)‘"nd,un_—>>o0 s, also /gnd,u N s
gnEM

n—00
Q

Setzen wir g = li_}In gn, (punktweise), so folgt (eventuell nach Abinderung auf der u-Nullmenge
{g = o0}), so folgt g € M, da 0 < g und VA € M gilt:

/g du mon:_konv- iy /gn dp < v(A) < oo.Insbesondere ist /g dp = s.
4 ”—’OOA gnEM J

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass v die Dichte g bzgl u besitzt, also [ g du = v(A)VA € A gilt, wobei
A

wir fg dp < v(A) schon wissen.

Sei € > 0 gegeben. Wir setzen A. = {A € AJv(4) < fg dup+en(A)}.

Wir definieren rekursiv zwei Folgen (A, )nen und (B )neN von Ereignissen und eine Folge (¢;, )nen von
Zahlen ¢, > 0: Ay = Q. Fiir den n-ten Schritt sei A,, schon gegeben. Wir setzten

0 < cn =sup{u(B)|B € A.,B C A,} < 00.
B=0 betrachten p—endl. MaB

Insbesondere kénnen wir ein B, € A. mit B, C A, mit u(B,) > %cn wihlen: Fiir ¢, > 0 ist das
offensichtlich wegen %cn < ¢, und fiir ¢, = 0 konnen wir einfach B,, = 0 setzten.

SchlieBlich setzen wir A, 11 := A, \ By = ( U By,)€. Nach Konstruktion ist die Folge (A, )nen abstei-

gend und die (Bj,)nen sind paarweise dlsJunkt da fiir m > n gilt:
B, C A, C Ay = Ay \ By, alsoBy, N B, = 0.

Insbesondere ist co > pu( | Bp) = 3. u(By) und daher u(B,) "= 0. Wegen
p—endl. " peN neN

0< Sen < pu(Bn)" =20 folgt auch ¢, "= 0. Setzen wir nun Ao = () 4, = (J Bn)C.
neN neN
Es folgt fiir alle C € A; mit C C Ay, C C A,, also u(C) < ¢, nach Definition zu ¢, Vn € N, also

1(C) =0, da ¢, "= 0 und daher v(C) = 0 nach Voraussetzung 1) des Satzes.

Insbesondere gilt hier (x) v(C) > [du + eu(C), denn beide Seiten sind gleich 0. Die Ungleichung
C
(%)  gilt jedoch auch fiir alle C € A mit C ¢ A., denn hier gilt sogar v(C) > [du + eu(C) nach
C
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Definition von A.. Damit folgt
(x) v(C)> [gdp+ep(C) fiir alle C € A mit C C Ax. Es folgt fiir alle A € A:
C

eM
V(A):I/(A\Aoo)-i-V(AﬂAoo)gZ / g du + / gdu+5u(AﬂAoo):/(g+E 1a,)du
A\ Ao ANAse A

Das bedeutet: g+¢ 14, € M, also

/g d,u—l—su(Aoo):/(g—l—s la)dy < sdgn/g dp,

Q Q Q

also ei1(Ax) < 0 und damit p(Ax) = 0 und somit v(Ax) = 0 wieder nach Voraussetzung 1) des
Satzes. Es folgt fiir alle A € A:

L AS.= U Bn
(xx) v(A) =v(ANAx) +V(A\ Ax) < V(Ax) +V(A\ Ax) = V(A \ Ax) nen

V<U(AﬂBn)> = > u(ANBy)

By, pw. disj.
neN n P J neN

Nun gilt fiir den n-ten Summanden:

v(ANB,) =v(B,) — v(B, \ A) <v(By,)— / g du
—_——
> [ g du wegen geM Bp\A
Bp\A

Wegen B,, € A. haben wir v(B,,) < [ g du+ ep(B,), also eingesetzt:
Bn

V(AN By,) < /g dp +ep(Bp) — / g du = / g dp+ep(By)
Bn Bn\A BnNA
In  (#x) eingesetzt:

v(A) <> v(ANB,) <Z(B/ gdu+ep(Bn) | = / gdu+€Zu(Bn)§/gdu+6u(Q),
A

neN neN nENBnﬂA neN A

also v(A) < [ g du+ epu(Q). Dies gilt Ve > 0, also folgt v(A) = [ g du, was zu zeigen war. O
A A

Bemerkung. Der Satz von Radon-Nikodym git auch fiir o-endiche Mafle u v. Das folgt leicht aus der
hier bewiesenen Version (Ubung).

Zuriick zur Existenz bedingter Erwartungen. Fiir X € £1(Q, A, P), X > 0, und eine Unter-o-Algebra
F C A wenden wir den Satz von Radon-Nikodym wie folgt an: p sei das Mafl P eingeschriinkt auf F
und v sei das Mafl mit Dichte X beziiglich P, eingeschrinkt auf F.

v:F =R, V(A):/XdeiirAe]:
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Dann ist jede u-Nullmenge A € F auch eine v- Nullmenge, denn v(A) = [ dP = 0. Also besitzt v eine
A
Dichte g beziiglich u auf (€2, F). Insbesondere ist g F-messbar. Es folgt VA € F:

E,lgla] = / glady = v(A) = / XdP = E,[X1,]
F Q A

Also ist g eine bedingte Erwartung von X gegeben F. Fiir X € £1(£2, A, P) beliebigen Vorzeichens
zerlegen wir X in Positiv- und Negativteil: X = X; — X_ wobei Xy = X V0 und X_ = (—X) V0. Sind
nun g7 und go bedingte Erwartungen von X, bzw. X_ gegeben F, so ist g = g1 — g2 eine bedingte
Erwartung von X gegeben F. In der Tat: g = g1 — go ist F-messbar und VA € F gilt:

Elgla] = El(91—92)14] = Elg11a] = Elg214] = E[X 1 14] - E[X_ —14] = E[(X} — X _)14] = E[X14]

Damit haben wir gezeigt, dass alle X € £}({, A, P) eine bedingte Erwartung gegeben F besitzen und
dass diese bis auf Abénderung auf einer F- Nullmenge eindeutig ist.

E[X|F] bezeichnet eine beliebige bedingte Erwartung von X € £1(Q, A, P) gegeben F. Damit wird
E[X|F] nur bis auf Abénderung auf P-Nullmengen in F eindeutig bestimmt.

Gleichungen fiir E[X|F] sollten daher immer den Zusatz ,p-f.s.“ tragen.

Préziser hétten wir E[X|F] auch als die Menge aller bedingten Erwartungen X gegeben F definieren
konnen; dann sollten wir statt ,Z=F[X|F] p-f.s.“besser schreiben ,Z € E[X|F]“. Diese Notation hat
sich nicht durchgesetzt.

Man kann sich E[X|F] als ,,Prognose® oder ,,Schitzung® fiir den unbekannten Wert von X vorstellen,
wenn man nur Teilinformationen , die durch F kodiert werden, beobachten kann.

Besonders anschaulich ist der Fall, dass F durch eine Zufallsvariable Y: (Q,.4) — (€, A’) erzeugt
wird. F=0(Y)={{ye A'}|A e A}

Definition 1.2.4. Fine messbare Abbildung f: (', A") — R, B(R)) heifst faktorisierte bedingte Erwartung
von X gegeben Y, wenn foY = f(Y) eine bedingte Erwartung von X gegeben o(Y) ist.

Diagramm: ) ElX]e ()] R, Q Yoldr

Faktorisierte bedingte Erwartungen existieren fiir beliebige Zufallsvariablen Y: (Q, A) — (€, A") und
X € £, A, P) (Ubung). (Alternativ zur Ubung kann man dies auch direkt mit dem Satz von Radon-
Nikodym beweisen (hier nicht ausgefiihrt)).

Man beachte, dass die faktorisierte bedingte Erwartung f nur bis auf Abénderung auf einer £,(Y)-
Nullmenge eindeutig bestimmt ist.

Erinnerung. Lp: A — [0,1] bezeichnet die Verteilung von
Y: Lp(Y)(A) =Py € A]=P(Y1[A]) A e A.

Notation. In Verallgemeinerung des elementaren Falls aus Abschnitt 1.1 schreiben wir E[X|Y =
yl = fly) Ly(Y)- fs. fir y € Q, wenn f eine faktorisierte bedingte Erwartung von X gegeben Y ist.
E[X|Y] ist hingegen eine Kurznotation fir E[X|o(Y')]. Allgemeiner steht E[X|Y1,...,Yy] fir
E[X|o(Y1,...,Yy)].

1.3 Grundlegende Eigenschaften bedingter Erwartung

Fiir endliche o-Algebren F kennen Sie eine explizite Konstruktion von E[X|F| aus Abschnitt 1.1.
Andererseits ist der Existenzbeweis fiir E[X|F] aus Abschnitt 1.2 wegen des nichtkonstruktiven Cha-
rakters des Satzes von Radon-Nikodym fiir Berechnungen nutzlos.

Folgende Berechnungsformel fiir E[X|Y] ist oft praktisch:
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Satz 1.3.1. Seinen X € LY(Q, A, P) und Y: (Q,A) — (U, A") Zufallsvariablen. Weiter seinen A
ein o-endliches Maf$ auf (R, B(R)) (oder auf einer messbaren Teilmenge davon, die das Bild von X
umfasst) z. B. A=Lesbesquemaf$ und p ein o- endliches Mafs auf (¥, A’"). Wenn (X,Y): Q> = R x
eine Dichte g bzgl. X x u besitzt, so ist f: Q' — R

[ sl ()
1) = @ paa)

R

falls dies wohdefiniert ist, f(y) ist beliebig A'-messbar, sonst eine faktorisierte bedingte Erwartung von
X gegeben Y: f(y)=E[X|Y =vy| fir Lp(Y)- fast alle y € Q!

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Fubini: f ist A’-messbar und fiir alle A’ € A’ gilt:

BIX Le(v)) = [ o LugGe.pran(ody) ™" [ Luty) [ @ g y)Mdoutdy) =
RxQ/ Q R

Fubing
[ 1005w [ sepridoutn ™ [ 51w yrentdady) = B )Ly w)
Qf R RxQY

Im Fall, dass X: Q — {z1,...,z,} und Y: Q@ — {y1,...,yn} direkt sind, fithrt dies uns zum bekannten
aus Abschnitt 1.1 zuriick:

BIX 1iy_y)] Yx PIX =z,Y =]

EX|Y =y| = P(Y =y) IZ:P[X::U,Y:Z/]

Weitere wichtige Eigenschaften der bedingten Erwartung:

Satz 1.3.2. E[-|F] ist linear.
Fir X,Y € £LY(Q, A, P) und a € R gilt:

1) E[X +Y|F|=E[X|F|+ E[Y|F]| P-f.s.
2) Ela X|F] = aE[X|F] P-f.s
Beweis. Die rechten Seiten in 1) und 2) sind F- messbar und es gilt fiir A € F:

1) E[E[X|F] + E[Y|F|1a] = E[E[X|F|1a] + E[E[Y|F]14] = E[X 14] + E[Y 14] = E[(X +Y)14]
9) Ela B[X|F|14] = a E[E[X|F]14] = a E[X14] = E[a X14]

O
Satz 1.3.3. Fir Xe £1(Q, A, P) gilt E[X|F] € LY(Q, A, P).
Beweis. Es sei A={FE[X|F] > 0}. Dann gilt A € F und es folgt:
1) BIELX|Fl:] = BIELX|F)Li) = EIX L] < o
2) B[B[X|F]-] = BIE[X|F]1e] = BIX 14c] < oo
O
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Satz 1.3.4. Fiir X € L1(Q, A, P) gilt:
1) E[X|{0,Q}] = E[X] (P-f.s. hier nicht nétig)
2) E[X|A] =X Pfs.

3) , Turmeigenschaft®
sind G < F < A zwei Unter-o-Algebren von A, so gilt:
E[E[X|F]|G] = E[X|G] P-f.s

Beweis. 1) und 2) sind trivial.
Zu 3): E[E[X]|F]|F] ist G-messbar und es gilt fiir alle A € G:

AeF wegen GCF

E|[EX|F)G11a) < EIELX|F]L4) E[X14).
O
Satz 1.3.5 (Monotonie der bedingten Erwartung). Fiir X,Y € £1(Q, A, P) mit X< Y p-f.s gilt:
E[X|F] < E[Y|F] P— fs.
Beweis. Fiir alle A € F gilt:
E[(E[Y[F] - EIX|F])1a] = E[E[Y — X|F]14] = E[(Y — X)14] 2 0,
also E[Y|F] — E[X|F] > 0 P-f.s., da diese Differenz F-messbar ist. O

Satz 1.3.6 (Satz von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen in £1). Es sei (X;)nen
eine monoton steigende Folge in L'(Q, A, P) mit X, "IX € LY(Q, A, P) P-f.s. Dann gilt:

E[X,|F] "= E[X|F]
P-f.s. und in LY(Q, A, P) konvergent.

Erinnerung. Eine Folge (Zy)nen in L' (2, A, P) heifst in L' (2, A, P) konvergent gegen eine Zufalls-
n—oo

variable Z € LY(Q, A, P), wenn E|Z, — Z|] "=70

Beweis. Wegen der Monotonie der bedingten Erwartung (Satz 1.3.5) ist auch (E[X,|F])neny P-f.s
monoton steigend, also P-f.s. konvergent gegen eine F- messbare Zufallsvariable Z. Nun gilt fiir alle
Ac F:
E[Z14] = lim E[E[X,|F]14] lim EX,14] = E[X14]
P—f.s.
Insbesondere ist Z € LY(Q, A, P),daZ > X; €LY A P)
und E[Z]=FE[Z1q] = E[X1q]=E[X]< oo Es folgt E[X|F] P-f.s, also E[X"‘]:]JEEOE[X’]:] P-f.s. Es folgt

E[X|F] — E[X,|F] = 0 P-f.s. und wir haben die Majorante
0 < E[X|F]-E[X,|F] < EX|F]-E[X:|F]e€L(QAP)
P—f.s. P—f.s.
Es folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz:

E[EIX|F] - E[X,|F]|] = BIE[X|F] - E[X3|F]] — 0

n—o0

also E[X,|F] = E[X|F] in £LYQ, A, P) O

10



1 Bedingte Erwartungen

Satz 1.3.7 (Satz von der dominerten Konvergenz fiir bedingte Erwartungen). Es sei (X, )nen eine

Folge in LY(Q, A, P), die P-f.s. gegen eine Zufallsvariable X konviergiert. Es existiere Z € (2, A, P),

so dass | X,| < Z P-f.s. gilt. Dan ist X € LY(Q, A, P) und es gilt:E[X,,|F] = E[X|F] P-f.s. und in
n—od

L1, A, P).
Beweis. X € L}(Q, A, P) ist uns schon bekannt, weil auch |X| > Z P-f.s. Wir setzen U, := inf X,,

m:m>n
und V,, = sup X,, punktweise, dann gilt: -7 < U, < X,, <V, < Z P- fs. fiir alle n € N und
m:m>n
U, "X, V, \( XP-As.
n—00 n—00

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen (Satz 1.3.6.) folgt:
E[U.|F] — E[X|F|und E[Vo|F] — E[X|F]P-fs. in LY, A, P)
Aus der Monotonie der bedingten Erwartung folgt P-f.s.:
E[Un|F] < E[Xu|F] < E[Vo|F], also E[Xy|F] — E[X|F]P-fs. und in LY, A, P)
O]

Der folgende Satz verallgemeinert E[aX|F| = aE[X|F| (a € R) wesentlich: Nicht nur konstante a
konnen aus der bedingten Erwartung herangezogen werden, sondern auch F-messbare Funktionen
Y. Anschaulich: Gegeben F ist der Wert von Y bekannt, Y spielt dann eine dhnliche Rolle wie eine
Konstante.

Satz 1.3.8. Es sei X € LY(Q, A, P) und Y: Q — R F- messbar mit YX € LY(Q, A, P). Dann gilt:
E[XY|F]|=YE[X|F] P— f.s.
Beweis. Wir zeigen das schrittweise

1) fir Y=14, A € F

m
2) fir Y:Z aklAk,ak eR, Ape F,meN
k=1

3) fiir Y> 0 F- messbar
4) allgemein
zu 1) 14[E[X|F] ist F- messbar und integrierbar und es gilt fir B € F:

B[LAE[X|F|Lp] = E[E[X|FlLans] | = E[X1anp = E[1aX1p]

Es folgt: E[14X|F] = 14E[X|F] P-fs.
zu 2)

m
E Z aklAkX\}"

k=1

m 1 m
=S Bl XI1F] 2 3" apla, E[X|F] P - fs.
k=1 k=1

zu 3) Es sei (Y;,)nen eine Folge von F- messbaren Treppenfunktionen wie in 2) mit
0<Y, Y punktweise, z.B. Y, =n A27"|2"Y |

n—o0

Wegen Y, X| < |YX| € £Y(Q, A, P) und Y, X = Y X punktweise folgt P-f.s.

P—f.s.wg.dom.Konv.

Y, E[X|F] 2 E[Y, X|F] E[YX|F] € £1(9, A, P)

n—o0

11



1 Bedingte Erwartungen

Andererseits gilt:

n—o0

Y, E[X|F] ==25 Y E[X|F] P-f.s. wegen Y;, = Y P — f.s.

n—oo

Zusammen folgt die Behauptung: E[Y X|F] —— Y E[X|F]| P-fs.

zu 4) Wir zerlegen Y in Positiv- und Negativteil Y =Y, —Y_ wobei Y} = Y1ysgy, Yo = Yy
Weil nach Vorraussetzung YX € £1(Q, A, P) ist auch Y, X = Y X1y € L£Y(Q, A, P) und
V_X =YXy € LY A P).
Weiter sind Yy und Y_ wegen {Y > 0} € F F-messbar, da Y F- messbar ist. Es folgt P-f.s.

E[YX|F] = E[Y; X -Y_X|F] = E[Y, X|F|-E[Y_X|F]] £ Y. E[X|F]-Y_E[Y X|F] = Y E[X|F]
O

1.4 Bedingte Erwartung fiir nicht notwendig integrierbare Zufallsvariablen

Bekanntlich ist die Erwartung E[X] nicht nur fiir X € £!(2, A, P) definiert, sondern auch fiir alle
Zufallsvariablen X, fiir die E[X;] < oo oder E[X_] < oo gilt. E[X] kann dann auch die Werte +oo
annehmen.

Auch fiir die bedingte Erwartung kann man diesen Fall verallgemeinern. wir fithren das hier nur fiir
E[X_] < 0o aus , der andere Fall kann analog behandelt werden.

Lemma 1.4.1. Es sei X: Q — R U {£o00} eine Zufallsvariable und E[X_] < co. Es seinen (Yy)nen
und (Zn)nen 2wei aufsteigende Folgen in LY(Q, A, P) mitY,, / X und Z, , X P-f.s. Dann gilt:

n—o0 n—oo

lim E[Y,|F] = ILm E[Z,|F] ( le P — f.s. gemeint)

n—ro0
Bemerkung. so eine Folge (Y, )nen existiert, z.B. Y, = X1ixs oy An

Beweis. Fiir m € N folgt aus Z,, < X und Y,, X P-fs.

n—oo

lim E[Y,|F] >  lim E[YyNZu|lF] 7S E[Zn|F] und daher

n—00 Y > YN Zy, N0 mon.konv.
lim E[Y,|F] > lim E[Z,|F]
n—oo n—o0
Mir vertauschten Rollen von (Y),)nen und (Z,,)men folgt ebenso:

lim E[Z,,|F] > li_>m E[Y,|F] P— f.s.

n—o0

also zusammen die Behauptung;:

lim E[Y,|F] = lim B[Z,|F] P f.s.

n—o0

Das legt folgende Definition nahe:

Definition 1.4.2. Fir Zufallsvariablen X: Q — RU {£oo} mit E[X_] < oo sei E[X|F] definiert als
eine F-messbare Variante des P-f.s. Limes lim E[Y,|F], wobei (Yy)nen beliebige aufsteigende Folge
n—oo

in LY(Q, A, P) mitY, ,/ X P-fs. bezeichnet.

n—oo
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1 Bedingte Erwartungen

Damit wird E[X|F] bis auf Abdnderung auf einer F-Nullmenge wohldefiniert. Dei Regeln aus Ab-
schnitt 1.3 gelten (mit kleinen Abédnderungen) auch fiir die so verallgemeinerte bedingte Erwartung
(hier keine Details). Nur 2 Beispiele ohne Beweis:

Satz 1.4.3. Es sei X: Q — R U {xoo} eine Zufallsvariable mit E[X_| < oco. Weiter sei Z: 0 —
R U {+£o0} eine Zufallsvariable mit folgenden Eigenschaften:

1) Z ist F-messbar
2) YA € F existiert E[Z14] und es gilt E[X14]
Dann ist Z=E[X|F] P — f.s. (ohne Beweis)

Satz 1.4.4 (Satz von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen). Es sei (X, )nen eine
P — f.s. aufsteigende Folge von Zufallsvariablen: X, : Q — RU {+o0} mit E[(X1)-] < oo und X =
lim X,, P — f.s. Dann gilt: E[X,,|F] = E[X|F] P—fs.

n—0oo

n—oo

1.5 Die Jensensche Ungleichung

Es sei I C R ein Intervall.

Erinnerung. Eine Funktion ¢ : I — R heif$t konvex, wenn fir alle z,y € I und alle o € [0, 1] gilt:
plaz+ (1 - a)y) < ap(z) + (1 — a)e(y) (*)

Fiir konvexe Funktionen ¢ : I — R gilt:

Fiir alle z € R ist der Differenzquotient ¢, : I{z} — R, q,(y) = #ly) — elz) monoton steigend.
—x

Insbesondere existieren fiir x im Inneren von I die links- und rechtsseitige Ableitung.
o,(z) = ;% 20:(y), @,(x) =limg,(y), und es gilt fiir alle y < < 2: ¢.(y) < ¢;(2) < @, (2) < ¢2(2)

Insbesondere gilt ¢(y) > ¢(z) + ¢,(x)(y — )¥y € I Als monoton steigende Funktionen sind ¢; und
¢, messbar.

Satz 1.5.1 (Jensensche Ungleichung). Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ : I — R konvez und
X € LY, A, P) mit X : Q — I sowie F C A eine Unter-o-Algebra.
Dann ezistiert E[p(x)|F], und es gilt P-f.s. E[p(x)|F] > o(E[X|F])

Bemerkung. Die definierende Bed. (x) der Konvexitét kann als Spezialfall F = {0, Q}, £(X) = ad, +
(1 — )6, der Jensenschen Ungleichung aufgefasst werden.

Beweis. Fiir alle x € I wissen wir: p(X) > ¢(z) + ¢, () (X — x)(5k)
Wegen X € £1(Q, A, P) folgt ¢(z) + ¢,(x)(X — 2) € L1(Q, A, P) und daher E[p(X)] < E[(p(x) +
() (X —2))] < o0
Insbesondere existiert E[p(X)|F]
Setzen wir nun « = E[X|F]| in (%*) ein, so folgt:
#(X) > ¢(E[X|F] + | (BIX|F))(X — BLX|F])
Weil wir nicht wissen, ob hier der 2. Summand in £!(Q, A4, P) liegt, betrachten wir das erst auf den
Ereignisse A, := {| ¢;(E[X|F])| < n} € F,n € N:
—_———

JF -messbar

ect
L4, Elp(X)|F] = E[la,o(X)|F] = E[laye(E[X|F])|F] + E[ 1a,01(E[X|F]) (X — E[X|F])|F] =
beschrinkt, Fmessbar ert

1a,0(E[X|F] + lAngog(E[X]}"])E[X — E[X|F]|F] = 1a,¢(E[X|F]) P-fs.
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1 Bedingte Erwartungen

Weil das fiir alle n € N gilt. folgt:
E[p(X)|F] > ¢(E[X|F]) P-fs.

Beispiel 1.5.2. Fiir X € £1(Q, A, P) gilt:
E[X?|F] > B[X|F]?
Das verallgemeinert die bekannte Ungleichung F[X?] > E[X]?

Als Anwendung besprechen wir die Beschrianktheit der bedingten Erwartungswertbildung in den
Riumen £P(Q, A, P),1 < p < oo
Fiir X : Q — R messbar sei | X||p = ([ |X]PdP)%

Q

LP(Q, A, P):= {X : Q — R|X ist A-messbar, | X|p < oo}

Es sei £LP(Q, A, P) = £LP(Q, A, P)/ ~ , wobei ~ die Aquivalenzrelation X ~ Y & X =Y P-fs.
bezeichnet.

Es bezeichne:

[(X]~ = {y € L(Q, A, P)|Y ~ X} die Aquivalenzklasse von X € L(Q, A, P) .

Bemerkung. In der Mafitheorie bzw. Funktionalanalysis lernen Sie:

|-l p ist eine Halbnorm auf £(Q, A, P) mit | X||p = 0 & X ~ 0, induziert also eine (wieder mit
|-llp bezeichnet) Norm auf £F (2, A, P). Mit dieser Norm wird £ (2, A, P) eine Banachraum, also
ein vollstdndiger normierter Raum.

Satz 1.5.3. Fiir alle p € [1,00] und alle X € LY(Q, A, P) gilt:

IEX|Flp < [ X][p
Bemerkung. Fir 1 < p < ¢ < oo gilt:
L£YQ, A, P) c £F(Q, A, P)
da E[|X|P] < E[1 + X9 < oo fiir X € £9(Q, A, P)

Beweis. Die Abb. ¢ : R — R, p(t) = [t|¥ ist konvex. Die Jensensche Ungleichung liefert:
|BIX|F]|” < E[IX|”|F] und daher | E[X|F]|Ip = E[|E[X|F|"] < EIE[|X|"|F] = E|X|"] = | X]b
also die Behauptung. O

Insbesondere liefert bedingte Erwartungsbildung eine beschriankte lineare Abbildung

E[|F]: £P(Q, A, P) — LY (Q, A, P),[X]~ — [E[X|F]]~

1.6 £? -Theorie der bedingten Erwartung

Besonders schén wird die Theorie bed. Erwartungen im Raum £2(£2, A, P). Dieser Raum bildet be-
kanntlich mit dem Skalarprodukt ([X]~,[Y]~) := E[XY] sogar einen Hilbertraum, also einen Banach-
raum, dessen Norm durch das Skalarprodukt induziert wird: ||z]ls = /(X, X), X € L3(Q, A, P). Ist
nun F C A eine Unter-o-Algebra, so ist £L2(Q, F, P) C £%(Q, A, P)

Damit kénnen wir £2(£2, F, P) als Teilraum von £2(£2, A, P) auffassen.

Weil £2(Q, F, P) vollstéindig ist, ist dieser Teilraum sogar abgeschlossen in £2(Q, A, P)

Satz 1.6.1. Fiir alle X € L%(Q, A, P) und alle Y € L%(Q,F,P),F Unter-o-Algebra sind Y und
X — E[X|F] orthogonal zueinander. Weil E[-|F) : £L2(Q, A, P) — L2(Q, F, P) linear ist und E[X|F] =
X fiir alle X € L2(Q, F, P) gilt, konnen wir das auch so formulieren:

E[--|F]: L%(Q, A, P) — L2(), F, P) ist die orthogonale Projektion auf L2(), F, P)
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1 Bedingte Erwartungen

eLt
Beweis. E[?% (X —EJ_E@Q[XII]] = E[E[f_ﬁ;s_;bar-(X—E[X|]:])|]-"]] = FE[Y-E[X-FE[X|F||F]]=0 O

Bemerkung. Das Lemma motiviert eine alternative Einfithrung der bedingten Erwartungen fiir X €
L£2(Q, A, P) . In der Funktionalanalysis beweist man:

Ist V' ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraums H | so gibt es eine orthogonale Projektion 7
von H auf V mit folgenden Eigenschaften:

1) Fiir alle z € V ist w(x) =«
2) Firallezxe Hundy € Visty L o — n(x)

Damit hitten wir unabhingig von Satz von Radon-Nikodyn E[|F] : £3(Q, A, P) — £L2(Q, F, P) auch
als orthogonale Projektion definieren kénnen. Die charackteristischen Eigenschaften erhélt man dann
S0:

1) Fiir alle X € £2(Q, A, P) ist E[X|F] € £L2(, F, P) eine Klasse von F-messbaren Zufallsvaria-
blen

2) Fiir X € £2(Q, A, P) und Y € L2(Q, F, P) ist 0 = E[Y/(X — E[X|F))] = E[Y X] - E[Y E[X|F]].
Insbesondere erhalten wir fiir Y = 14,4 € F: E[14X]| = E[14E[X|F]]

Erinnerung (Satz des Pythagoras).
Lemma 1.6.2. Sind X,Y € L2(Q, A, P) orthogonal zueinander, so gilt:
E(X+Y)}) =EX3+E[YY

Allgemeiner: Sind X1, ..., X, € L2(, A, P) paarweise orthogonal zueinander, so gilt:

n 2 n
E (Z Xk> =) E[X}]
k=1 k=1

Beweis. Es gilt:
n n

E[(Y Xk’ = X Y E[XpX)] =
k=1 1=1"~—~—~ &
=0 fiir k£l

n n
E[X}] O

k 1

Wir betrachten folgenden Spezialfall:
Fiir X € £2(Q, A, P) sind X — E[X|F] und E[X|F] — E[X] € £L3(, A, P) orthogonal zueinander.
Es folgt:

Var(X) = B[(X — E[X])’] = E[(X — E[X|F]) + (E[X|F] - E[X]))?]

Summanden orthogonal zueinander

B((E[X|F] - E[X])?] = B[E[(X — E[X|F])]] + Var(E[X|F])

Pyth?goras E[(X - E[X|Jr])2] +

Definition 1.6.3. Fir X € £2(Q, A, P) definieren wir die bedingte Varianz von X gegeben F durch:

Var(X|F) := E[(X — E[X|F])*F]
Damit haben wir gezeigt:

Lemma 1.6.4. Fir X € £2(Q, A, P) gilt:

Var(X) = E[Var(X|F)] + Var(E[X|F])
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Beispiel 1.6.5. Ein fairer Spielwiirfel wir so lange geworfen, bis zum ersten Mal eine "6 ” erscheint.
Es bezeichnet S die Summe der Augenzahlen. Wir berechnen E[S] und Var(S)

Zu E[S] Es sei N die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Auftreten von 76 ”. Dann ist N geometrisch
verteilt:

5 n—1

1
P[N =n] = 8 -éfﬁrneN

P[N = 00| =0, und bedingt auf N = n sind die ersten N — 1 Augenzahlen Xi,..., Xy_; iid
gleichverteilt auf [1,2,3,4,5] und Xy =6
n

E[SIN =n]= > E[Xg|N =n]=3(n—1)+6 =3n+ 3, also E[S|N] =3N +3
k=1
Also: E[S| = E[E[S|N]] = E[3N + 3] =3E[N]+3 (N6 3-6+3=21

E[N] = 6 sieht man einfach so:
1
E[N]=1-P[N =1]+ E[N|N >2]-P[N > 2] = — + (1 + E[N]) -
=4 6

1+ E[N] wg. Gedéchtnislosigkeit der geom. Vert.
wegen E[N] < oo folgt hieraus E[N] =6

S| Ot

Zu Var(S) Es gilt:
Var(S) = E[Var(S|N)] + Var(E[S|N])

Nun gilt:
Gegeben N=n>k ist X} gleicherverteilt auf {1,...,5}
N-1 N—-1 {
_ _ /=
Var(S|N) = Var(; X} 4 6|N)_ = kzl Var(Xi|N) = N —1) -2
= K =

Unabhéngigkeit der X1,...,Xn_1g99n. N

denn die Varianz der Gleichverteilung auf {1,...,5} ist 2.

Es folgt:
E[Var(S|N)] = E[2(N —1)]=2-FE[N]-2=10
=6
Weiter:

Var(E[S|N]) = Var(3N + 3) = 9 Var(N)
Statt Var(NN) direkt (was auch méglich ist) zu berechnen, bedingen wir auf die von der Partition
{N =1}, {N > 2} erzeugte o-Algebra F.

Var(N) = E[Var(N|F)] 4+ Var(E[N|F))

Nun ist
Gedéichtnislosigkeit der geom. Verteilung
Var(N|F) = Var(N|N = 1)1(y—1j + Var(N|N > 2) Iy>9) = Var(N)1{ysg
=0 Va;EN)
5)
E[Var(N|F)] = Var(N) - P[N 2 2] = 2 Var(N)
Weiter:
E[N|F]=1- 1{N:1} + E[N|N > 2] '1{N22} = 1{N:1} +7- 1{N22}
—_—
1+E[N]=7
Also:

Var(E[N|F]) = Var(liy=1} + 7 I{n>9y) = Var(6 - 1{y>0y) = 36 - Var(l{y>9y) =
36- (P[N >2]—P[N >2]?)=36-(2—(2)*) =5
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2 Martingale

Var(N) = 2 Var(N)+5 Nun ist Var(N) < oo, da P[N > k] fiir k — oo exponentiell schnell fillt.
Es folgt:

Var(N) = 30 und damit E[Var(N|F)] = 2 Var(N) = 25

Oben eingesetzt:

Var(S) = E[Var(S|N)] + Var(E[S|N]) =10+ 25 =35

2 Martingale

2.1 Motivation: Approximation bed. Erwartungen

Wir besprechen als Einfithrung eine Konstruktion bed. Ewartungen durch Approximation durch ele-
mentare bed. Erwartungen. Hierzu sei X € £2(2, A, P) eine Zufallsvariable und F C A eine Unter-
o-Algebra. Wir nehmen an, dass F eine abzéihlbares Erzeugendensystem besitzt: F = o(A4, : n € N)
mit A, € F Ereignisse V n € N.
Zum Beispiel ist das stets der Fall, wenn F = o(Y') mit einer Zufallsvariable Y : (2, 4) — (R", B(R™)), n €
N, denn hier ist

{{Y € B(z,7)} |r € Q",r € Q*}
ein abzéhlbares Erzeugendensystem (B(x,r) offene Kugel, = Mittelpunkt, » Radius).
Wir sehen fiir £ € N: F,, = 0(Ay,..., An).
Insbesondere ist F;, endlich und es gilt:

F=Fx ::a(U Fn)
neN
Offensichtlich gilt: 71 C Fo C F3C ... C Fo
Solche aufsteigenden Familien von Unter-o-Algebren bekommen eine eigene Bezeichnung:

Definition 2.1.1. Es sein (£2,.A) ein Ereignisraum. Eine aufsteigende Folge (Fp)nen von Unter-o-
Algebren von A heifit Filtration von A.

Sei allgemeiner (J,<) eine linear geordnete Menge und (Fi)icy eine Familie von Unter-o-Algebren
von A. WennV s, t € J mit s <t gilt: Fs C Fi, so heifst (Fi)ies eine Filtration in A dber (J, <).

Oben haben wir eine Filtration (F,),enufoo} in A iiber (N U {oo}, <).

Die bedingte Erwartung X,, := E[X|F,], n € N sind wie in Abschnitt 1.1 als Elementare bedingte
Erwartungen explizit gegeben. Wir wollen nun X, := E[X|F] als Limes der X,,,n € N darstellen.
Aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung wissen wir fiir n,m € NU {co} mit n < m:

Xn:E[X‘fn] E[E[X|]:m”fn]:E[Xm|fn]

{H

Fn

m

Bezeichnung dafiir:

Definition 2.1.2. Es sei (F;)ieg eine Filtration in A dber (J,<). Eine Familie (X{)iej von reellen
Zufallsvariablen heifit adaptiert an diese Filtration, wenn X bzgl. F; messbar ist V t € J. Gilt X, €

LY(Q, F, P) und X5 = E[Xy|Fy] P-fs.V s, t€J mits<t, soheifit (X;)ics eine Martingal bzgl. der
Filtration (Fi)ies

Definition 2.1.3. Es sei (F)wer eine Filtration in A dber (I, C). Eine Familie (X¢)ier von ZV heifit
adaptiert, wenn fir alle t € I.X; bzgl. F; messbar ist.

Gilt Xy € LYQ, A, P) 1.0.t?? und E[X;|Fs] = XsP-f.s. fiir alle s,t € I mit s <t, so heifit (X;)ier ein
Martingal bzgl. (Fi)ier-

Anschauung: Martingale beschreiben ”faire” Gliicksspiele.
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2 Martingale

Martingale in £'(€2, A, P) besitzen folgende schone Eigenschaft:

Satz 2.1.4 (Orthogonalitit der Zuwichse eines L£2-Martingals). Ist (Xi)ie; eine Martingal bzgl.
(Ft)eer mit Xy € L2(, F, P) fiir alle t € 1, so gilt fiir alle r,s,t mitr < s < t:
X, Xs — X, und Xy — X sind paarweise orthogonal zueinander, d.h.:

1. B[Xp(Xs = X;)] =0
2. E[X,(X; — X,)] =0
3. E[(Xs—X,)(X;— X,)] =0
Stirker gilt sogar:
i. E[X,.(Xs— X;)|F] =0P-f.s.
. B[X. (X — X,)|Fs] = 0P-f.s.
iii. B[(Xs — X,)(X; — X,)|Fs] = OP-f.s.

Beweis. 1.,2.,3. erhélt man aus i.,ii.,iii., indem man die (unbedingte) Erwartung bildet.

i. erhélt man aus ii. indem man (7, s,t) durch (r,r, s) ersetzt.
=Xs,da(Xg)rezadaptiert

/_/H
Zu i B[X,(Xy — Xs)|Fs] = Xo(E[X{|Fs] — E[X,|F.]) = 0P-fs.
~——

=X, ( Martingaleigenschaft)
Indem wir in ii. (7, s,t) durch (s, s,t) ersetzen, erhalten wir

iv. E[X,(X; — X,)|Fs] = 0P—fs.
und damit iii. als Differenz von iv. und ii. O
(X, = E[X|0o(A1,..., A)]
T ——
ec? =Fn
Fiir unser MArtingal (X,,)nen von oben (und allgemeiner fiir jedes Martingal in £2 bedeutet das:

Die Zuwéchse X,,+1 — Xy, n € N, sind paarweise orthogonal.
Aus dem Satz von Pythagoras folgt fiir m > n:

E[(Xm — Xn)Q] =E

m—1 m—1
O (Kpgr — Xk))2] = EB[(Xp41 — Xi)’]

k=n k=n

Nun ist die Folge (X,,)nen in £2 beschrinkt. d.h. sup E[X?2] < oo
neN

In der Tat: Aus X,, = E[X|F,] und X € £1(Q, A, P) folgt E[X?] C E[X?] < o fiir alle n € N.
-~
Jensen oder X,, L X—X,,
Nun gilt:
Satz 2.1.5. Jedes in L? beschrinktes Martingal (Xp,)nen bzgl. einer Filtration (Fn)pen ist in L2
konvergent. Es gibt also ein'Y € L*(Q, A, P) mit E[(X,, —Y)?] — 0
n o0

Genauer gesagt kann man'Y € L2(Q, Foo, P) wihlen, wobei Foo = o( U Fn)
neN

Beweis. Wir zeigen, dass (X,,)nen eine Cauchyfolge in £2(€2, Fao, P) bildet, d.h.

lim  sup  E[(X,—X,)?]=0

k=00 m nim>n>k
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Es sei ¢ := sup E[X?] < 00

neN
Vorraussetzung
Es gilt:
n—1
> E[(Xp1 — X3)?] = B[(Xn — X1)°] < E[X7] + E[(X, — X1)’| = E[X2] < c <00 VneN
k=1 orthogon. (I Zuwéchse Xll)ganl

o0
Insbesondere ist > E[(Xpy1 — X)?] in R konvergent, also

k=1
m—1 0o
wp El(Xm- X = s Y B[(Xi - X0 = 3 Bl(Xi - X% 0
m,n:m>n>k mnm>n>k 70 =k k—o0

Damit ist gezeigt, dass (X, )nen eine Cauchyfolge in £2(Q, Foo, P) bildet.
Aus der Funktionalanalysis/MaBtheorie verwenden wir, dass £2(Q, Fuo, P) ein vollstindiger Raum ist,
d.h. jedes Cauchyfolge in £L2(£2, Fao, P) konvergiert in £L2(£2, Fao, P). Es folgt die Behauptung. O

Wir zeigen jetzt, dass fiir den £2- Grenzwert Y von (X,,)nen sogar gilt Y = E[X|Fu]:

Satz 2.1.6. Es sei X € L?(Q, A, P) und (Fn)nenuioo} €ine Filtration Gber (Q, A) mit Foo = o( U Fn).
neN
Dann gilt:

Beweis. Wir wissen E[X|F,] — Y in £2(Q, Foo, P) fiir ein Y € L2(Q, Fuo, P). Wir zeigen:
n—oo
Y = E[X|Fx]P-fs. Weil Y bzgl. F messbar ist, miissen wir nur noch E[Y14] = E[X14] fiir alle

A € Foo zeigen.
Im Fall A € F,,,n € N folgt dann

E|(Xm ~Y)1a] < E[(Xm ~ VP2 E[13)2 — 0

Cauchy Schwarz <

wegen X, = Y in £?
also E[ X, 1A] —> E[Y14]
Fir m >n folgt wegen A € F,, C Fp, und X,,, = E[X|Fp]:
E[X,14]) = E[X14] Zusammen folgt die behauptung:
E[Y1a] = E[X14]
Nun setzten wir: D = {A € Foo|E[Y14] = E[X14]}
Nach dem oben Gezeigten wissen wir:
UFcD
neN
D ist ein Dynkin-System:
1. 0 € D ist klar

2. Aus A € D folgt A° € D wegen

AED,QEFICD

E[Y14] = E[Y1g] — E[Y14] E[X1q] — E[X14] = E[X14¢]
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3. Sind (A, )nen paarweise disjunkte Elemente von D und setzen wir A = |J A,, so folgt A € D.

neN
Wegen
dom.Konv. mlt Maj.|Y|eLr 5

[YlA] hrn EY;lAk = hm ZEYlAk A;DJLH;OZEXlAk =

_— 1, punktweise
n MajllX\ o0
Tim EIX) 1] =E[X ;] T E[X14],als0 A€ D
= keEN

Da F N-stabil sind und F; C Fy C F3 C... gilt, ist auch |J F,, N-stabil. Es folgt aus dem Dynkin-
neN
Lemma: Foo = o( |J Fp) C D, also die Behauptung;:
neN

E[Y14] = E[X14] VA € Fu.

Zusammenfassung: Damit haben wir unsere gewiinsche Approximation bedingter Erwartungen
E[X|o(A, :n € N)] fir X € L2(Q, A, P) gefunden.

Fiir n — oo konvergieren die elementaren bed. Erwartungen

E[X|o(A1,...,Ay)] in L2(Q, A, P) gegen E[X|o(Ay :n € N))

2.2 Sub- und Supermartingale, Doob-Zerlegung

Man kann sich Martingale (X,)nen bzgl. (Fp)nen als faire Gliicksspiele vorstellen: Wenn X, das
Kapital des Spielers zur Zeit n bedeutet und F,, die bis zur Zeit n beobachtbare Information, bedeutet
die Martingalbedingung E[X,,|F,] = X,, fur m > n folgendes:

Gegeben die beobachtbare Information , bis heute“(n), ist die Prognose fiir den zukiinftigen Wert X,
gleich dem heutigen Wert X,.

Variante :, fiir den Spieler giinstige bzw. ungiinstige Spiele“.

Definition 2.2.1. Es sei (2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (Fs)ser eine Filtration darauf iber(l, <
) und (Xs)ser eine adaptierte Familie von Zufallsvariblen in L£LY(, A, P). Diese Familie heifit ein
Submartingal, wenn Xs < E[X{|Fs] P — f.s. Vs,t € I mit s < t und Supermartingal, wenn Xs; >
E[Xi|Fs] P— f.s. Vs, t € I mits <t.

Merke. Submartingal: heutiger Wert unter kiinftiger Erwartung, tendenziel ansteigend, giinstig fiir
den Spieler.

Supermartingale: heutiger Wert iier kiinftiger Erwartung, tendenziell fallend, ungiinstig fiir den Spieler
y,oupermartingale sind nicht super “

Submartingale konnen als Summe eines Martingals und einer ,vorhersehbaren“ansteigenden Folge
geschrieben werden.

Definition 2.2.2. Es sei (Fp)nen, eine Fitration. Eine Folge (Xy)nen von Zufallsvariablen heifit
vorhersehbar, wenn (Xp41)nen, adaptiert ist.

Anschaulich gesagt: Der Wurf von X, 11 ist uns schon zur Zeit n bekannt.

Lemma 2.2.3 (Doob-Zerlegung). Es sei (Fy)nen, eine Filtration in (2, A, P) und (Xp)nen, eine
adaptierte Folge in L'(2, A, P). Dann gibt es eine vorhersehbare Folge in L1(Q, A, P) (An)nen, und
ein Martingal (Mpy)nen, b29l. (Fn)nen,, mit folgenden FEigenschaften:
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1) Ap=0
2) X, =A,+ M, Vn € N
Die A, und M,, n € Ny, sind P — f.s. eindeutig.

Beweis. Wir konstruieren A,, M,, n € Ny rekursiv: Rekursionsanfang: Ay = 0 und damit My =
Xo — Ap = Xp sind durch 1) und 2) vorgegeben. Rekursionsschritt: Es sei Ay, ..., A, und My, ..., M,
in £1(Q, A, P) bereits konstruiert, vorhersehbar bzw. Martingal. Die gesuchte Zerlegung X, 11 =
Ap+1 + My muss folgende Bedingung erfiillen:
E[Xn+1|]:n] = E[An+1|fn] + E[Mn+1|]:n] = An+1 + M, P— f.S.
S— S———

soll Ay 41 sein, vorhersehbar  soll M, sein, Martingaleig.
E[M,+1|Fn] = M, soll P — f.s. gelten. Uns bleibt P — f.s. nur folgende Moglichkeit der Definition:

1)
Ap+1 = E[Xnp1|Fn] — My, € El(Q,A’ P) und

2)
Mn+1 = Xn+1 - An+1 € El (Q7A7 P)

Offensichtlich ist A, 1 F, -messbar und M, 1 F,+1-messbar und es gilt:
E[My11|Fn) = E[Xn+1|Fn] — E[Ap+1|Fn] = B[ Xny1|Fn) — Apg1 = My, P — f.s.

Insbesondere ist (Mp,)nen, ein Martingal, denn es gilt :

Bemerkung. Eine adaptierte Folge (M, )nen, in £1(2, A, P) ist ein Martingal (bzw. Submartingal bzw.
Supermatingal) bzgl. (F},), genau dann, wenn Vn € Ny gilt:

E[My+1|Fn) = M, P— f.s. (bzw. ,> “bzw. ,<“statt ,=*)

Beweis. ,,=“ist trivial.
»<="“: Wir zeigen induktiv Vk € Ny :

B(MyiilFal, = My P~ fs.

Ca)

Fiir k=0 folgt dies sofort aus der Adaptiertheit. Fiir den Induktionsschritt k— k41 rechnen wir:

E[Mn+k+1|fn] = E[E[Mn+k+l|fn+k]|fn] = E[Mn+k|fn] =M, P— fs.

Turmeigenschaft: F1>Fn

O]

Lemma 2.2.4 (Doob-Zerlegung von Sub- und Supermartingalen). Es sei X,, = A,, + M,,n € Ny, die
Doob- Zerlegung einer Adaptierten Folge (X, )nen, i L1(Q, A, P) bzgl. (Fn)nen,- Dann ist (X,)nen,
ein Submartingal (bzw. Supermartingal) genau dann, wenn (Ay)nen, P — f.s. monoton steigend bzw.
monoton fallend ist.

Beweis. Es gilt:
An+1 - An — E[XnJrl‘]:n] - Mn - An — E[Xn+1|]:n] - Xn

Das ist > 0 P — f.s. fiir alle n genau dann, wenn (X,),, ein Submartingal bilden und < 0 P — f.s. fir
alle n genau dann, wenn (X,,), ein Supermartingal bilden. O
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2.3 Stoppzeiten und optional sampling

Bei Gliicksspielen tritt es oft auf, dass so lange gespielt wird bis ein Ereignis eintritt z.B.: ,, Wiirfeln bis
zum 1. Mal eine 6 erscheint“ oder ,,wir spielen solange bis das Kapital eine Grenze M unterschreitet
oder erreicht“. Der begriff der Stoppzeit abstrahiert diesen Begriff der ,,zufélligen Spieldauer®:

Definition 2.3.1. Es sei (Fp)nen, eine Filtration iber (2, A). Eine Zufallsvariable T : © — Ng U
{+o0} heifit Stoppzeit, wenn fir alle n € Ny gilt: {T < n} € F,.

Ist allgemeiner (Fy)ier eine Fitration bzgl. einer linearen geordneten Menge (I,<), so heifst T : QQ — I
eine Stoppzeit , wenn fir alle t € I gilt: {T <t} € F;.

Bemerkung. Aquivalent hiitten wir statt {T" < n} € F fiir alle n auch {T' = n} € F, fiir alle n € Ny
fordern konnen.

Ist ndmlich {T' < n} € F, fiir alle n € Ny, so folgt fiir alle n € N:

{T=n}={T <n}\{T <n-—-1} € F,, sowie{T =0} ={T <0}
—_—— ———

eFn €Fn_1CFn

Ist umgekehrt {T'=n} € F, fur alle n € Ny, so folgt:

n
{T<n}y=|J{T=k}eFn.
F=0 erCFn
Beispiel 2.3.2 (Wiirfeln bis zur ersten 6). Sind (X, )nen, Zufallsvariablen in {1,2,3,4,5,6} und setzen

wir T = inf{n € Ny|X,, = 6}, so ist T eine Stoppzeit bzgl, der von den (X,), erzeugten Filtration
(Fn)neNgs Fn = 0(Xo, ..., Xp).

Allgemeiner: , Eintrittszeiten sind Stopzeiten “. Ist (X, )nen, eine bzgl. (F,)nen, adaptierte Folge von
Zufallsvariablen X,, : (2, 4) — (', A'), so ist fiir alle A € A’ die zufillige Zeit T4 : Q — Ny U {oo},
Ty = inf{n € Ng|X,, € A} eine Stoppzeit. In der Tat: ¥n € Ny gilt:

n

{Ta<n}=J {X, € A} € Fp.

k=0 EFk, da(Xn)nadaptiert

Lemma 2.3.3. Sind S,T : Q@ — Ny U {oo} zwei Stoppzeiten bzgl. (Fp)nen, so auch ihr Mazimum
SV T und thr Mintimum S AT

Beweis. Vn € Ny ist:

{SAT <n}={5 <n}U{T <n} e F, und
—_—
€Fn €Fn
{SVT <n}={S<n}n{T <n} € F,
—_—— ——

€Fn €Fn

O]

Definition 2.3.4. Es sei T : Q — No U {oco} eine Stoppzeit bzgl. (Fy,)nen, auf (2, A) Wir definieren:
Fr={Ae A|[AN{T <n} e F,Vn € No}

Fr heifit die Menge der bis zur Stoppzeit beobachtbaren Ereignisse.
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Bemerkung. Offensichtlich ist Fp wieder eine o-Algebra. Weiter gilt: Fp = {A € A|[AN{T =n} € F,
Vn € Ny} (ohne Beweis).

Definition 2.3.5. Fir eine Familie (Xn)nen von Zufallsvariablen und eine zuféillige Zeit Xp ) (w)
fir T(w) < 0o, w € Q und Xr(w) = beliebig aber fest.

Beispiel 2.3.6. X7 (w) =0 fiir T'(w) = o0
Stoppzeit: T : Q — No U {oo} mit {T' < n} € F, (n € Ny) Zur Stoppzeit T beobachtbare Ereignisse:

Fr={Ac AJAn{T <n} e F, (neNy}

Lemma 2.3.7. Sind (X,)nen, adaptiert und T eine Stoppzeit bzgl. (Fp)nen, so ist Xt bzgl. Fr
messbar

Beweis. Fiir alle messbaren Mengen A im Zielraum Q' der X, gilt:
{(XreA}= | J{T=nX,cA}U{T =000 A}c A
n€eNp

und fiir alle n € Np:
€Fn, da T Stoppzeit

——
(Xre AYN{T=n)={X, e AAn{T =n) € F,
———
E€Fn,da(Xn)nadaptiert

Es folgt: {Xr € A} € Fr O

Lemma 2.3.8. Es sei (X,,)nen ein Martingal und T eine Stoppzeit bzgl. (Fp)nen, mit T < m fir ein
m € Ng. Dann E[X,,|Fr| = Xr P — f.s.

Beweis. Nach Lemma 2.3.6 ist X7 Fp messbar. Damit bleibt fiir alle A € Fr zu zeigen:
E[XmlA] = E[XTIA]
Nun gilt fiir alle K =0,1,...,m:

BIXr1aliriy] = EIXkl g (7 = 3] = BEXnl Bl g 1 7 — gy] =
EF, F b
k Kk —messbar

BIE[Xmlanir=k}|Fk]] = E[Xm1alir—p)]

und daher
E[Xrla]l = E[X7p1a ) lre) =Y ElXrlaliroy] =2 ) ElXmlaliroy) =
k=0 k=0 k=0
E[Xm1a Z Lir=gy] = E[Xin14]
k=0

Korollar. Unter der Vorraussetzung von Lemma 2.3.7 gilt:

E[X7]| = E[X0]
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Beweis.
E[Xr] = BIE[Xm|Fr]] = B[Xm] = ElE[Xn|Fo]] = E[Xo]
Martingaleigenscha ft

O

Anschaulich interpretiert: Aus einem fairen Spiel kann durch Stoppen mit einer beschrinkten Stoppzeit
,ohne prophetische Fahigkeiten“kein unfaires Spiel gewonnen werden.

Verzichtet man auf die Beschrinktheit T" < m, so wird die Aussage des Korollars im Allgemeinen
falsch. Gegenbeispiel dazu:

Beispiel 2.3.9 (Verdopplungsstrategie). Es sei Zy, k € Ni.i.d. auf {£1} gleichverteilte Zufallsvariablen:

L(Zy) = %51 + %5_1; sowie X, = . 28717, und F,, = 0(Z1,....Z,) fiir n € N, insbesondere Fy =
k=1
{0,Q}. Dann ist (X,,)nen, ein Martingal bzgl. (Fy,)nen,, denn fiir alle n € Ny gilt:

BXn 1| Fo] = B(Xy 42" Zua| Fo] = X+ 2B Zsi| Fy) = Xo +2" ElZoi] = Xn P fus.
SN——— SN——r
Fn—messbar unabhéngig 0
Nun sei 7' = inf{n € N|Z,, = 1}. T ist eine Stoppzeit. Es gilt: {T'=n} ={Z, =1,Z;, = -1 fir k <

n} € Fp, und {T = oo} = {Z), = —1 fiir alle k£ € N}. Insbesondere folgt 7' < oo P — f.s.
Nun gilt fiir n € N:

n—1

Xrlir—ny = Xnliz,=1,2,=—1 fir k<n} = (2”_1 - Z Qk_l) Lir=n) = Lir=n}
k=1

~~

=1
also X71irco0} = l{7<o0} und daher X7 =1 P — f.s. Wegen Xy = 0 folgt: E[X7] =1 # 0 = E[X].
Lemma 2.3.10. Sind S <T zwei Stoppzeiten, so gilt: Fg C Fr.

Beweis. Es sei A € Fg und n € Ny. Dann gilt:

AN{T =n} = U An{s=k} |n {T=n} €F, alsoAdcFr.

<
k=0 €FCFn,da AEFs E€Fn, da T Stoppzeit

2.4 Optional sampling und gleichgradige Integrierbareit

Satz 2.4.1 (Optional sampling fiir Martintegrale und beschrinkte Stoppzeiten). Es seinen S < T
zwei beschrankte Stoppzeiten, T < m € Ny und (Xp)nen, €in Martintegral bzgl. (Fp)nen,. Dann gilt:

E[X7|Fs]=Xs P— f.s.

Beweis.
Lemma 2.3.7 Lemma 2.3.10 Lemma 2.3.7

4 4+ 1
E[X7|Fs] = E[E[X | Fr]|Fs] T E[Xn|Fs|=Xs P — f.s.
FsCFr Turmeigenschaft
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Beispiel 2.4.2. 1) Ist (X,)nen ein Martingal und T eine Stoppeit bzgl. (Fy)nen,, so sind auch alle
T An ,n € Ny, beschriankte Stoppzeiten mit T'A0 < T A1 <... Es folgt aus dem Satz:

E[Xrams)|Fran] = Xran P — f.s. fiir alle n € Ny.

Anders gesagt: Das ,,gestoppte Martingal“(X7an)nen, ist wieder ein Martingal bzgl. (Fran)nen,-
(XTAn)nen, ist auch ein Martingal bzgl. (Fran)nen,. In der Tat gilt fiir n € Ny:

E[X1ame1)17.] = ElXn+1 Lrsny HXan Lir<ny [Fn] =
T ?—/
6 n n

E[Xn+1|Fn] Yirsny + E[XTAn |[Fnllir<n)
=X, Martingal messbar bzgl. FpranCFn

= Xnlirsny + Xoan Lir<ny = X7An P — fos.
X
T

2) Wir betrachten die ,einfache Irrfahrt*:
(Zn)nen seinen i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten {£1}, gleichverteilt in {£1}:
n
P|Z, =1] = P[Z, = —1] = L fiir alle n € N. Wir setzen S,, :== Y. Z und F,, = 0(Z1, ..., Zy), Fo =
k=1
{0,922} (n € Nop).
Die einfache Irrfahrt (Sy,)nen, ist ein Martingal bzgl. (Fy,)nen,, denn fiir alle n € Ny gilt:

E[Sn—l-l’]:n] = E@/‘i‘zn—l-l’fn] = Sn + E[Zn—o—l‘Fn] = Sn + E[Zn—H] = Sn P — f.S.

Fn—messbar
Auch (S2 — n)(men) ist ein Martingal:

E[SrQLJrl — (n+1)|Fa] = E[Sn + Zn+1)2 —(n+ 1| Fa] =
E[ Si—n 42 Sy Znj1+Zh, —1|Fa] =

Fn—messbar Fn—messbar =0
S2 —n+28,E[Zp1|Fn) = S2 —n+28,E[Zy41] =852 —n P — fs.
=0

Es folgt fiir jede Stoppzeit T und alle n € Ny:
0 = E[So] = E[Stnn] und 0 = E[S3 — 0] = E[S%,,, — (T An)], also E[T An] = E[S%,,]

,Ruinproblem“beim Gliicksspiel: 2 Spieler A und B wetten immer wieder 1 Euro auf den Ausgang
eines fairen Miinzwurfs. S,, bedeutet die Bilanz von A zur Zeit n, wenn Z; den Gewinn von A in
der k-ten Runde bedeutet. Die beiden Spieler stoppen das Spiel, wenn Spieler A a Furo verloren
hat (Ruin von A) oder Spieler B b Euro verloren hat (Ruin von B).
a,b € N. Stoppzeit: T' = inf{n € Ny : S, € {—a,b}}. Wegen —a < Spp, < b folgt:
S% < a? Vv b? und daher

E[T) « =" E[TAn]=E[52,,]<d® VI <0

mon. konv.

Insbesondere folgt E[T] < oo, also T' < oo P — f.s. und daher Stp, 7 Sp P — f.s.
Aus der néchsten Vorlesung:
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E[Sran] = E[So] = 0 22— E[Sy] = —aP[Sr = —a] + bP[Sr = 1]
Es folgt: —aP[St = —a] + bP[S7 = b] = 0, anders gesagt:

P[,Ruin des Spielers A“]  P[Sp = —a] b

P[,Ruin des Spielers B¥] P[Sr=0b a
Zudem folgt P[S7 = —a]+ P[S7 =b] = 1 wegen T' < oo P-fs.

b a
ESfOlgt P[ST——CL]—m,P[ST—b]— a+b

Satz 2.4.3 (Optional Sampling fiir beschrinkte Stoppzeiten und Sub- und Supermartingale). Sind
S < T zwei beschrinkte Stoppzeiten und (X, )nen, €in Sub-(bzw. Super-),martingal, dann gilt:
E[Xr|Fs] > XgP-fs.
w. <

bz

Martingal
=~
Beweis. Es sei X, = A, + M, ,n € Ny die Doob-Zerlegung von (X,,)nen
~—

vorhersehbar, steigend (bzw. fallend)

Dan gilt Ap > Ag (bzw. Ap < Ag) P-f.s. wegen S < T und E[Myp|Fg] = Mg P-f.s. nach Satz 2.4.1

Es folgt:
=Ag, da (An)nen adaptiert

——
E[XT‘}-S] = E[AT|]:5] + E[MT|.7:5] > E[A5|]:5] +E[MT|]:5] = AS + Mg = Xg P-f.s.
bzw. Sw;ATZAS

O]

Das Beispiel der Verdoppelungsstrategie zeigt, dass man im optional sampling Theorem i.A. nicht
auf die Beschrianktheit der Stoppzeit verzichten kann. Der folgende Begriff dient ,,als Ersatz“fiir die
Beschrénktheit.

Definition 2.4.4. FEine Menge M von Zufallsvariablen heif§t gleichgradig integrierbar, wenn

sup E[’X‘1{|X\Za}] 220
XeM

Fiir p > 1 heif$t sie p-fach gleichgradig integrierbar, wenn

sup E[|X\p1{|x|2a}] 20
XeM

FEinfach gleichgradige Integrierbarkeit ist also gleichgradige Integrierbarkeit.
Lemma 2.4.5. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) M ist p-fach gleichgradig integrierbar

a—0o0

2) s E[(|X]P—a)+] —0

Beweis.

p_ < p :
1)=2) Wegen (|X|P —a); < |X]| ]1{|X‘2a%} (X € M) folgt

0< sup E[(IX] —a)s] < swp E[|XP1__
XeM wg.1) las50]0 XeM {IX[|>a?}

]

und damit auch

sup E[(|X|P — a);] ——
XEM a—o0
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2)=1) Fiir | X|>a > 0 gilt:
a,p)

XPP < 21X PP — o = 21X -

Es folgt fiir a > 0:

ap
I X1y x)a) < 201X P — 5 )+

2
und daher
p
0 < sup E[\X\pl{‘X|2a}] <2 sup E[(|X|P - a—)+] 47 0= sup E[\X\pl{‘X|2a}] 470,
XeM XeM 2 wg.2) XeM

O
Praktisches hinreichendes Kriterium zum Nachweis der p-fachen gleichgradigen Integrierbarkeit:

Lemma 2.4.6. Ist M eine Menge von Zufallsvariablen iber (Q, A, P) und 1 <p < q.
Ist M in L1(Q, A, P) beschrinkt, d.h. sup E[|X|?] < oo, so ist M p-fach gleichgradig integrierbar.
XemM

Beispiel 2.4.7. Haben die Zufallsvariablen in M beschriinkte Erwartungswerte und beschréinkte Vari-
anzen, so ist M gleichgradig integrierbar.

Beweis. Fir a > 0,X € M gilt:
| X [P1f xpmay < a7 X|
p—g<0
Es folgt:
sup E[\X|p1{‘X|2a}] < aP™? sup E[|X|1] 7% 0
XeM eM

<oo

Gleichgradige Integrierbarkeit vererbt sich unter Stoppen von Martingalen:

Satz 2.4.8. Ist (Xy,)nen, eine p-fach gleichgradig integrierbares Martingal oder nichtnegatives Sub-
martingal:
M = {X7p|T ist eine P-f.s. endliche Stoppzeit}

ist p-fach gleichgradig integrierbar. (p > 1)

Beweis. (|Xp|)nen ist ein nichtnegatives Submartingal nach der Jensenschen Ungleichung, da | - |
konvex ist. Wegen der Konvexitidt von t — (tP —a)4 (t > 0,a > 0) folgt fiir alle Stoppzeiten 7' und
alle n € Ng,a > 0:

(*)
El(IXrrnl” — a)+] £ BIEIXal|Fran? — a)+] < E[( X - a)4]

Jensen, t—(|t|P—a)+,t€R konvex

Bemerkung (x). | X1an| < E[|Xn||Fran] wg. optional sampling fiir beschrénkte Stoppzeiten t
(t? —a)4,t > 0 ist monoton steigend

27



2 Martingale

Ist nun T eine P-f.s. endliche Stoppzeit, so folgt:

mon. Konv.
L. .
El(| X7’ —a)4] = nlggo E[(| X - G)+1{T§n}] = nlg{.lo E[(| X1anlP - a>+1{T§n}]
Bem. (x)

+
< sup E[(|X7pnlP — a)1] < sup E[(| X, [P — a)]
neN neN

Und daher:

sup {E[(|X7|P — a)4]|T ist P-f.s. endliche Stoppzeit} < sup E[(|X,|P — a)4] ), [a — o]
neN

() Voraussetzung: (X,,),enp — fach gleichg. integrierbar O

Bemerkung. Ist M p-fach gleichgradig integrierbar, (p >)1. so ist M auch in £2 beschriinkt:
sup {E[| X|P]|X € M} < 0.

Beweis. Fiir a > 0 gilt: ’X‘p < ‘X|p1{|X|2a} + apl{\X|2a}

also sup E[[XP] < sup E[|X|P1lyx|>q] + o’ fiir geeignetes a. O
XeM XeM B ?o’:

a— 00

—0

n—oo

Lemma 2.4.9. Ist (X,)nen,p-fach gleichgradig integrierbar (p > 1), und gilt X, —— X P-f.s., so
folgt X, "% X in LT(Q, A, P), d-h. B[| X, — X[P] "= 0.

Beweis. Erinnern Sie sich an das Lemma von Faton aus der Maftheorie: Sind Y,, > 0 (n € Np)
Zufallsvariablen, so gilt:
EliminfY,] < liminf E[Y;,]

n—o0 n—oo

(gilt analog auch fiir bel. Mafle statt W’ mafe)
Insbesondere gilt:

gleichgr. Integr.bar=-Beschrinktheit (obige Bemerkung)
1
E[|X|"] < liminf E[|X,|F] < 0o also X € £F(Q, A, P)

Faton M—©

Weiter gilt: | X[ 1 y|>q} 2729 0 P-fs. , also E[X[P1y x50 2720 0 P-f.s. wegen der dom. Konv.
mit der Majorante | X | € L.

Gegeben ¢ > 0 konnen wir wegen der p-fachen gleichgradigen Integrierbarkeit der (X, )nen ein a > 0
finden, so dass ilelgEHXn‘P]lﬂX"'Za}] < £ und E[\X\P]l{pqzd}] <e.

Wir schatzen ab:
(In ID)n

X0 — XIP < X0 — XL x <0 X0 <a} + 20XV XD Lgx,vix)2a)

n—00 n—00

Es gilt: (1), ——> 0 P-f.s. und |(1),| < (2a)F < o also E[(I),] = 0 P-f.s. nach dem Satz fiir die
dom. Konvergenz.

Weiter: (If)n < 2P|Xn|Pﬂ{|Xn|2a} + 2P’X‘P1{|X‘Za}

und damit fiir das gewéhlte a > 0:

E[|1X, — X|7] < E[(In] +2° E[| X" 1 x,50)] +27 E[X [P 1{x)50)]
—— -—

oo <e <e
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Das bedeutet:
limsup E[| X, — X|] <2-2F¢

n—0o0

Weil € > 0 beliebig war, folgt:
E[|X, - X[F] =20

0

Korollar. Ist (Xp)nen ein p-fach gleichgradig integrierbares Martingal oder nicht negatives Submar-
tingal und ist 1" eine P-f.s. endliche Stoppzeit, so gilt:

— .
Xopn 2% Xpin LY

Beweis. Es gilt Xpap —— Xp P-f.s. und (X7an)nen ist nach Satz 2.4.7 p-fach gleichgradig inte-
grierbar. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.4.9. O

Damit erhalten wir:

Satz 2.4.10 (Optional Sampling fiir gleichgradig integrierbare Martingale). Sind S < T zwei P-f.s.
endliche Stoppzeiten und ist (X, )nen, €in gleichgradig integrierbares Martingal, so gilt:

E[Xr|Fs] = Xg P-fs.

Beweis. Aus Korollar 2.4.10 wissen wir: Xpa, 27 Xrin L', also auch Vm € Ny:

fiir n>m
n—00

Xgnm = E[Xrnn| Fsam) =2 B[X1|Fspm] in L!
wg. Satz (opt. sampling fii/[” beschrénkte Stoppzeiten)
Das bedeutet: Xgam = E[X7|Fsam] P-fs.
Wir zeigen jetzt:
E[XT’]:S]H{S <m}~ E[X7|Fsam] H{S < m} P-f.s.
N—— Vv

mb. bzgl. FgamCFs

€Fg €Fg

In der Tat: Beide Seiten sind Fg-messbar und es gilt fiir alle A € Fg
EIE[X7|Fs] Lis<myla] = E[X1 1{s<minal = E[E[XT|Fsamllis<mylal
—_—— ———
Fs-messbar EFsam(*)

Zu (x): Firke N: {S<m}nAN{SAm <k} ={SAm<kA(m—-1)}NAE Fyrmm-1) S Frs-
Zusammen folgt die Behauptung;:

B[ Xr|Fs|lisemy = E[X7|Fsam]l{s<my P-fs.

Wir erhalten:
Xslisemy = Xsamlisamy = E[X7|Fs]lis<m) P-fs.

also
Xgs = E[X7|Fs] P-fs., da m beliebig war.

Bevor wir das Theorem auf Sub-und Supermartingale erweitern, eine technische Vorbereitung:

Lemma 2.4.11. Sind (X;);c; und (Y;)ier p-fach gleichgradig integrierbar, so auch (X; + Y;)ier und
(bXi)ier bER
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Beweis. Es gilt fiir a > 0 :

X + Yil "L x4vizap < QIXD " Tgxz ey + QYD Ty 23

Also
SU?E[\X +Yil "1 x,4vigzay) <27 SUPEHX! Lix,> 23] +27 SUPEHY! Ly >ay]
1€
a—r 00 O a—r 00 0
und fiir b # 0:
a—r0o0
SU?EW?X il " Lx,2ay] = 17 SUPEUX FLyxzey] =0
e
Fiir b = 0 ist die Aussage trivial. O

Satz 2.4.12 (Optional Sampling fiir gleichgradig integrierbare Sub- und Supermartingale). Sin S < T
zwei P-f.s. endliche Stoppzeiten und ist (X,)nen ein gleichgradig integrierbares Sub- (bzw. Super-
)martingal, so gilt:
E[Xr|Fs] > Xg P-fs.
T

bzw. <

Beweis. Wir zeigen das nur fiir Submartingale. Fiir Supermartingale wechsle man das Vorzeichen.
Es sei X,, = A, + M,, ,n € Ny die Doob-Zerlegung in eine vorhersehbare, steigende Folge (A, )nen mit
Ap = 0 und ein Martingal (My,)nen,-

Insbesondere gilt: 0 < A, " Ay fiir eine geeignete Zufallsvariable A, mit Werten in [0, 00). Nun

n—oo

gilt fiir alle n € Ng:

E[A,] = E|A,, ]+E[M — M| = B[4, — My~ My] = E E[Xo)

=Xo
Weil (X,,)nen, in L' beschrinkt ist (Bemerkung 2.4.8), folgt:

sup E[A,] = sup E[X,] — E[Xo] < 00
neNp n€Np

Also

mon.f(onv.
E[Ayx] = lim E[A,] < o0
n—oo
Folglich ist (Ay)nen, gleichgradig integrierbar, denn es gilt fiir alle @ > 0 :
—00

sup E[‘An’ﬂ{|An|2a}] = Sup E[An]l{Anza}] < E[AOOH{AOOZQ}] a—> 0
n€Np n€Np A e —

dom. Konv.

2750 punktweise, mit Maj. Ao

Mit Lemma 2.4.12 ist auch (M,, = X,, — A, )nen, gleichgradig integrierbar, da (X, )nen und (A, )nen
gleichgradig integrierbar sind.
Mit Satz 2.4.11 (Opt. Sampling fiir gleichgradig integrierbare Martingale) folgt:

E[Mr|Fs) = Mg P-fs.
Andererseits gilt: Ap > Ag, da T > S und (A,)neny monoton steigend ist. Es folgt:
E[Ar|Fs] =z E[As|Fs] = Ag

4
Fs-messbar, da (An)nen vorhersehbar, also erst recht adaptiert ist

Und daher:
E[XT‘.Fs] = E[MT|]:5} + E[AT|]:5] > Mg+ Ag = Xg P-f.s.
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2.5 Doobsche Ungleichung

Die Doobschen Ungleichungen erlauben die Kontrolle der Verteilung des Maximums:

X, ;= max X
k=0

eines (Sub-)Martingals (X, )nen mit Hilfe der Verteilung des Endwertes X,
Satz 2.5.1 (1. Doob-Ungleichung). Ist (X, )nen ein Submartingal, so gilt ¥V a > 0:

Bemerkung. Mit der Abschétzung E[X, 1% -] < E[(Xn)4] folgt auch aP[Xy, > a] < E[(Xn)4].

Beweis. Es sei T := inf{k € No| X} > a} die erste Zeit zu der das Niveau a erreicht oder iiberschritten
wird. Folglich ist T eine Stoppzeit. Weiter gilt:

{T <n} ={X, >a} ={Xprn > a}
Damit folgt
aP[X, > a] =aP[Xppy > a] = E[QR{XTMZ&}]
Nun gilt: X7an < E[Xy|Fran] P — f.s. nach dem Optional Sampling Satz, also

BlXrrmnlxrnsa)] < EEXnFralley, > o] = EXalixg,,2a] = ElXnlix,>a)]

Fpap—messbar

Zusammen folgt die Behauptung. O

Korollar (1.Doob-Ungleichung-L”-Version). Ist (X,)nen, ein nichtnegatives Submartingal, so gilt
Va >0 und p > 1:

a’P[X,, > a] < E[XP]
Bemerkung. Insbesondere gilt das, wenn X,, = |M,|, n € N, mit einem Martingal (M,,)nen gilt, denn

nach der Jensen’schen Ungleichung ist (X,,)nen ein Submartingal.

Beweis.
2.5.1, da (Xn)nen nach Jensen Submartingal

— S +
@P[X, > a] = *P[X, > ") < E[X0L 50, o] < EIX2]
O

Satz 2.5.2 (2. Doobsche L¥-Ungleichung). Ist (X,)nen ein nichtnegatives Submartingal und p > 1,
so gilt:
E[X?

n

| < (25 PE[XE)
Bemerkung. Genau wie oben gilt das insbesondere im Fall X,, = |M,,| mit einem Martingal (M, )pen.
Beweis. Aus Satz 2.5.1 wissen wir fiir ¢ > 0, n € Ny:

aP[X, >a] < E[X"R{Ynza}]‘

Wir multiplizieren das mit a?~2 und integrieren von 0 bis t > 0:

t

t
/ap_l P[X,, > a]da < /ap_QE[XnIl{Xn>a}]da
0

0 Ellix, > 0]
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Wegen X,, > 0 kénnen wir auf beiden Seiten die Integrationsreihenfolge nach Fubini vertauschen:

t t
E[/ _1]1{)( sqda ] < EIX / _QR{YnZa}da ]
0 0
tAX n tA
= [ ar~lda=(tA\Xn)P = f aP=2da= 15 (tA\X )P~
0 0

also:

E[;(t AT < E[anil(t AT ()

Erinnern Sie sich an die H6ldersche Ungleichung aus der Mafltheorie: Fiir Zufallsvariablen X > 0 und
YzOundp,q>1mit%+%:1,d.h.q:[%gﬂt:

E[XY] < E[X?]s E[Y9)s

In dieser Situation erhalten wir:

In (%) eingesetzt:

'E\H

N
1
1 bl
B[ A KLY < 1E[XP]PE[(MX )] 4
» —
Im Fall E[(t A X,,)P] = u > 0 konnen wir durch w77 dividieren und erhalten in jedem Fall (u =
0,u > 0)
1 — 1
-E[ (tAXp)P < 7E[Xp]
p S—— -1
t— o0

>0———X? pktw.

fiir ¢ — oo erhalten wir mit der monotonen Konvergenz:

1 1 1
“E[X?) < —E[XP]s
D p—1

Also o
BIX] < (25 BIX)

Bemerkung. Weil trivialerweise E[XE] < F[X"] wegen X,, < X,,, bedeutet das:

| X pl|p und || X,]||, konnen durch Konstanten wechselseitig abgeschéitzt werden.
2.6 Uberquerung eines Intervalls

Ist (X,)nen eine Folge von (adaptierten) Zufallsvariablen und ist @ < b, so definieren wir zuféllige
Zeiten (bzw. Stoppzeiten) (Tk)ken, und (Sk)ken, rekursiv (k € N)

TO = O
Sk =inf{n > Tj_yx,<a}
Ty, = inf{n > Sp_1x,>b}
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Das Zeitintervall von Sy bis T}, ist also das Intervall der k-ten Uberquerung von [a, b] von unten nach
oben, kurz der ,k-ten Aufkreuzung“von [a,b]. Man beachte 0 =T}, < S} <T1 < So < T < ...
Die Sk und T} sind Stoppzeiten, falls (X, ),en adaptiert sind. Weiter bezeichne fiir n € N U,

Z 1¢7,<n) die Anzahl der Aufkreuzungen von [a, b] bis zur Zeit n.
Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir zunéchst den Spezialfall [a,b] = [0, 1]:

Lemma 2.6.1 (Aufkreuzungslemma). Es sei (X,)nen ein Supermartingal. Dann gilt fir die Anzahl
Uy, der Aufkreuzungen von [0, 1] bis zur Zeit n € Ny:

E[Un] < E[(Xn)-]

Bemerkung. Schérfer gilt E[U,] < E[(X,)-] — E[(Xo)—-]. Wir zeigen hier nur die einfache Version,
weil sie fiir unsere Zwecke geniigt.

Beweis. Fir k € N, n € Ny gilt:
X1.an > 1 fir T, <n und
XTkAn =X, > —(Xn)_ fir Ty, > n
Das bedeutet:
XTk/\n > IL{Tkgn} - (Xn)—:[l{Tk>n}

Bilden wir hier die Erwartung auf dem Ereignis {Sx < n} > {T} < n}:

E[X1anl{s,<n}] = Ellir,<ny] — El(Xn)-1is,<n<n}]

Nun gilt:
T An>SpAn
E[(X7nn — Xspan) Lis,<nt] = E[(X1 A0 — Xsk/\n)ﬂ{sk < n}] <0
N d N——
=0 fiir Sp=n EFSL AN
Also

0> E[ (Xs,anls,<ny | = E[X1ans,<ny] = Ellizy<ny] — El(Xn)-1{s,<n<ty}]
N——
nach Def. von S <0
Also
Bllir.<my = E[(Xn)-1rg, <y < 1) = El(Xn)-Liz, s <neryy]
>0 v

§{Tk_1§n<Tk}

Summieren wir iiber k:

mon. Konwv. mon. Konwv.
4 3+
=ED Iin<ny] = > Ellin<ny) < Y E[( ]l{Tk <n<Ti}] =
keN keN keN ZO
El(X)- 30 (1, <memyy )= BlX)]

keN
bilden in K Partition von €

Fiir ein beliebiges Intervall [a, b] statt [0, 1] erhalten wir:

Korollar. Es sei (X, )nen ein Supermartingal und a < b. Dann gilt fiir die Auswahl U,, der Aufkreu-
zungen des Intervalls [a, b] bis zur Zeit n € N
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Beweis. Wir skalieren Y,, := )%i;“, n € Ny Aufkreuzungen von [a,b] durch X sind das Gleiche wie
Aufkreuzungen von [0,1] durch Y. Es gilt: 22=¢ = (V,,)_. Zudem ist Y ein Supermartingal. Die
Behauptung folgt damit aus Lemma 2.6.1. O

Korollar. Ist (Xp)nen €in Supermartingal mit sup E[(X,)-] < oo, so wird Va < b das Intervall [a, b]
n€Np
P — f.s. nur endlich oft iiberquert.

Beweis. Aus sup E[(X,)-] < oo folgt auch sup E[(X, —a)_] < oo wegen (X,, —a)_ < (X,)- + ay.
nENp n€Ng
Es sei Uy = 1i_>rn Uy, die Anzahl aller Aufkreuzungen von [a, b]. Dann gilt:

mon. Konw. Km"i2,6.2 E[(X ) ) ]
FElUs] = lim E[U,] < sup ) U2 o
n— 00 neNy b—a
Es folgt Uy < 00 P — f.s. O

2.7 Martingalkonvergenzsatze

Wir beobachten:

Lemma 2.7.1. Ist (xy)nen, €ine Folge in R, die jedes rationale Intervall [a,b], a < b, a,b € Q, nur
endlich oft iberquert, so konvergiert x,, fiir jedes n — oo gegen ein x € RU {£o0}

Beweis. Angenommen , das ist nicht der Fall, also:

liminf z,, < limsup z,
n—r00 n—00

Dann gibt es a < b, a,b € Q mit liminf z,, < a < b < limsup x,,. Das Intervall [a, b] wird dann jedoch
Nn—00 n—00
oo oft iiberquert im Gegensatz zur Voraussetzung. O

Satz 2.7.2 (Martingalkonvergenzsatz). Ist (X,)nen, ein Supermartingal bzgl. (Fp)nen, mit sup E[(Xn)-] <
n€eNy

00, so konvergiert (Xp)nen firn — oo P — f.s. in R.

Eventuell nach Abinderung auf einer Nullmenge ist X, = li_>m Xy Foo =0( U Fn)-messbar und
n—oo neN

es gilt Xoo € LY (Q, Foo, P)

Beweis. Nach Korollar 2.6.3 und da es nur abzéhlbar viele rationale Intervalle [a, b] gibt, wird P — f.s.
fiir alle rationalen a < b das Intervall [a, b] nur endlich oft {iberquert. Nach Lemma 2.7.1 konvergiert
(Xn)neny P — f.s.in RU (£00).

Setzen wir Y = lim X, so folgt:
n—oo

ElYy] <liminf E[(X,)+] < E[(Xo0)+] < o0 und
1 OO N

Fatou Lemma <E[(X0)+]

E[Y_] = E[lgr_l}g;f(Xn)_] % lgr_l)gng[(Xn)_] f 00

nlem Xy existiert P—f.s. Fatou Voraussetzung
Also: E[|Y|] = E[Y4+] + E[Y_] < co. Insbesondere gilt |Y| < co P — f.s.
Setzen wir Xoo == l{jy|<ac}Y, s0 folgt Xoo =Y P — f.s., also X, 2% Xoo P — fos., E[|Xoo|] =
E[|Y]] < 0o und X ist Foo-messbar, da alle X, und damit auch alle Y F-messbar sind. O

34



2 Martingale

Bemerkung. Das Beispiel der Verdopplungsstrategie zeigt, dass man im Allgemeinen nicht X, nzee,

Xoo in LY(Q, Foo, P) erwarten kann.

Unter der Voraussetzung gleichgradiger Integrierbarkeit erhalten wir:

Satz 2.7.3 (Martingalkonvergenz bei gleichgradiger Integrierbarkeit). Es sei (X, )nen, €in gleichgradig
integrierbares Martingal oder Sub- oder Supermartingal. Dann konvergiert X,, firn — oo P — f.s.
und in LY (Q, Foo, P) gegen ein Xoo € LY(Q, Foo, P) und es gilt P — f.5.:

E[Xo|Fn] = Xy fiir Martingale
E[X|Fn] < Xy, fiir Supermartingale
E[Xo|Fn] > X, fiir Supmartingale (n € Np)

Beweis. Zunichst sei (X,,), ein Supermartingal. Aus der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt:

sup E[(X,)-] < oo, also ist der Martingalkonvergenzsatz 2.7.2 anwendbar.
n€Np

n—oo

Insbesondere ist X, = li_>m X, € Ll(Q,}"OO, P) wohldefiniert. Aus Lemma 2.4.9 folgt X,, —— X
n [o.¢]
in L'(Q, Foo, P) und daher ¥m € Ny

n—oo

X > E[X,|Fn] 2225 Elaao| Frn] in LYQ, Foo, P)

T
fiir n > m P — f.s., da X Supermartingal

Also X, > E[X|Fm] P — f.s., also die Behauptung fiir Supermartingale. Fiir Submartingale folgt
die Behauptung hieraus indem wir (—X,,), statt (X,,), betrachten.

Nimmt man die Aussagen fiir Super- und Submartingale zusammen, folgt die Behauptung fiir Mar-
tingale. O

Satz 2.7.4 (L'-Martingalkonvergenzsatz). Ist (Xn)nen, €in in LY beschrinktes Martingal , wobei
P > 1, so konvergiert (X,)nen, P — f-5. und in LY.

Beweis. Weil (X,,),, in L¥ beschrinkt ist, ist es gleichgradig integrierbar, da p > 1 (Lemma 2.4.6). Wir
zeigen jetzt, dass (Xp)nen, auch p- fach gleichgradig integrierbar ist. (X;,)+,,¢y, ist ein nichtnegatives
Submartingal. (X,,); == Tnax (Xn)+, so folgt nach der Doobschen L- Ungleichung:

e

E[(Xn){] < c(p)El(Xn)}] mit c(p) = (——=)"

und daher o
E[sup (Xn)Y] = lim B[(X,)1] < sup E[(Xn){] < o0

neNy n€Np
mon. Konv (Xn)n in LT beschrinkt

Es folgt fiir a > 0 mit der Abkiirzung Y = sup (X,,)+:
n€eNp

sup B[(Xn) 1ix,50)] < E[Y " 1{ysqy] ——— 0
neNo R , dom. kon.

— 0 punktweise mit Majorante YF el
n—o0

Also ist ((Xn)+)nen, p-fach gleichgradig integrierbar. Das gleiche Argument, angewandt auf (X,,)_ =
(—Xy)+, zeigt, dass auch ((X,)-)nen, p-fach gleichgradig integrierbar ist und daher auch (X,) =
(Xn)+ — (Xn)—, n € Ny (z.B wg. Lemma 2.4.12) Aus dem Martingalkonvergenzsatz 2.7.3 folgt bei
gleichgradiger Integrierbarkeit P — f.s. Konvergenz und Konvergenz in L' von (X,)nen, und aus
Lemma 2.4.9 dann auch Konvergenz in L*. O
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Beispiel 2.7.5 (Approximation in LY durch Bisektion). Es sei (€2, .4, P)=([0, 1[, B([0, 1[), unif[0,1]).
1

Weiter sei f € L(Q, A, P), d.h. [|f(z)|Pdx < oo fiir ein p > 1. Fiir n € N setzen wir
0

2n—1 o
F@) = 3 g @2 [ S
k=0 &
5

Mittelwert von f auf[ginvkgtll)

1
Dann gilt: f, ——= f; P — f.s. und in L7 [1f(@) = fu(2)|Pdz 222 0 und f,(z) 2= f(x) fiir unif
0

[0,1)-fast alle x. In der Tat:

Fo :g<[;k;1> :k:O,...,Q"—l) n € Ny

ist eine Filtration mit Fo :==o( |J Fn) = A. Nunist f, = E[f|Fy,], n € No, ein p-fach integrierbares
neNp

Martingal, da f € £F.

Aus den Martingalkonvergenzsitzen 2.7.3 und 2.7.4 folgt Konvergenz P — f.s. und in L gegen ein

g € LF. Die noch fehlende Aussage f = g P — f.s. folgt aus folgender Verschirfung von Lemma 2.1.5.

Lemma 2.7.6. Es sei X € L7 (Q, A, P) und (Fp)nenvioo} €ine Filtration dber (Q,A) mit Foo =
o(U Fn), p> 1. Dann gilt : E[X|F,] ==>% E[X|Fs) P — f.s. und in LP(Q, A, P).
neN
Beweis. (E[X|Fy])nen ist p-fach gleichgradig integrierbar, da
a—0o0

sup B[(| BIX|F)|” —a)4] < B[(IX]" —a)4]

neN Jensen dom. konv. mit Majorante | X|P €Ll

Nach den Martingalkonvergenzsitzen konvergiert E[X|F,] fiir n — oo P — f.s. und in LY gegen ein
Xoo € LYQ, Foo, P). Wir zeigen X, = FE[X|Fs], indem wir E[Xoo14] = E[E[X|Fa]l4a] () fiir alle
A € Foo zeigen:
Die Menge D aller A € Fo, mit der Eigenschaft (x) ist offensichtlich ein Dynkin-System (Beweis wie
in Lemma 2.1.5).
D enthélt das N-stabile System J F,,, denn Vn € N und A € F,, gilt:

neN

n—r oo

E[X|Fp]— X0 in L1 fiir m>n ist AEFm, AeFso
E[Xsola] = lim E[E[X|Fn]la] = lim E[X14] = E[E[X|Fux]l4]
m—o0 m—o0

Aus dem Dynkin-Lemma folgt: Fow = o( |J Fn) C D, also die Behauptung. O
neN

Der folgende Satz zeigt, dass Martingale mit beschrinkten Zuwéchsen entweder konvergieren oder

,wild oszillieren

Satz 2.7.7 (Alternative zur Konvergenz bei Martingalen). Es sei (Xy)nen, ein Martingal bzgl.
(Fn)nen, mit gleichmdflig beschrinkten Zuwdichsen:
dM € NVn € Ny: | X1 — Xp| < M. Dann gilt P — f.s.:

entweder: lim X, existiert in R
n—oo

oder: inf X,, = —o0 und sup X,, = 400
n€eNp neNy
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Beweis. O.B.d.A. diirfen wir Xy = 0 annehmen, sonst betrachten wir das Martingal X = X,, — X,
n € Ny, statt X,,. Es sei M € N eine Schranke fiir die Zuwichse | X,+1 — Xg|, n € Ng und k € N:
Wir setzen

Xo=0
T = inf{n S N0|Xn > k:} > 1.
Dann gilt Vn € N: X7, o, < k+ M. In der Tat:

1. Fall: T, <n: Hier gilt: XTk/\n = XTk = Xkal + X7 — Xkal <k+M
—_—— ——
<k <M
2. Fall: Ty, >mn: Hier gilt: X7, 0 = X, <k <k+M
Nach dem Beispiel 2.4.2 (a) gilt: (X7, an)nen, ist wieder Martingal. Weiter gilt: sup E[(X1,an)+] <
neNy
kE+ M < oo

Nach dem Martingalkonvergenzsatz 2.7.2, angewandt auf das Martingal (=X, an)ken, folgt:
X1, An konvergiert fiir n — oo P — f.s. in R, genauer gesagt sogar in (—oo, k + M]. Das bedeutet

fiir Ty, = oc: X, konvergiert in R
P—fs. fiir Ty, < oo: sup X,, > k (nach Def. von T})
neN
Weil dies Vk € N gilt, folgt P — f.s.:
entweder: lim X, existiert in R
n—oo
oder: sup X,, = 40
n€Ng
Das gleiche Argument, angewandt auf (—X,,)nen, statt (X,), liefert P — f.s.:
entweder: lim X,, existiert in R
n—oo
oder: inf X,, = —00
neNp
Zusammen folgt die Behauptung. O

Nun betrachten wir Martingale (Xk)kezg bzgl. einer Filtration (}-’ﬂ)kezo‘v wobei Zg = {—n|n € N}
Solche Martingale nennt man auch Riickwirtsmartingale. Wir setzen F_o = [] Fk. F-oo ist als

keZy
Durschnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra.

Satz 2.7.8 (Riickwirtsmartingal-Konvergenzsatz). Jedes Rickwirtsmartingal (Xy,),cz- konvergiert
fiir n — —oco in L' und P — f.s. gegen E[Xo|F_oo]. Ist Xo € LY (Q, Fo, P), so konvergiert (X,), sogar
in LY (p>1).

Fortsetzung. Schon gezeigt: Va < b ist die Anzahl Uy, der Aufkreuzungen von [a,b] P — f.s. endlich.
Weil es nur abzéhlbar viele rationale Intervalle gibt, folgt aus Lemma 2.7.1: (X}) hezy konvergiert fiir
k — —o0o P— f.s. gegen eine Zufallsvariable X ., mit Werten in RU{+oo} Ist nun X, € L¥(Q, Fo, P)
fir p > 1 (fiir p = 1 gilt das stets), so ist (Xp) p-fach gleichgradig integrierbar, denn Vk € Z,
gilt:

ne€ly

E[(|Xx|” — a)4] = E[(E[Xo|Fill” —a)4] < E[(IXo|” — a)4]

Jensen

und daher

n—oo

sup E[(|Xx|” — a)4] < B[(1Xol” — a)4 ]
N——

n€z; dom. kon. mit Majorante | Xo|P L1

TH—OO>O punktw.

Weiter ist F[(|X_«|"] < 0o, denn

El(|IX_so|"] < liminf E[(|X4|7] < E[(|X0|F] < o0
Fatou k—r—00 Jensen, Xp=E[Xo|Fi|P—f.s.
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k——o0

Aus der p-fachen gleichgradigen Integrierbarkeit folgt mit Lemma 2.4.9 X, ——= X_ in LF.
Wir zeigen jetzt X_o = E[Xo|F_c] P — f.s. Zunéchst betrachten wir X_o, = lklm inf X P— f.s.
——00

und dieser liminf ist Vm € Z, Fp,-messbar, denn Vk < m ist X}, Fy,-messbar. Das bedeutet A €
B(RU {£o0} {hmmf XreAle | Fm=Fx, dh hmmek ist F_oo- messbar.

meZy
Weiter gilt fiir B € F_
E[X_15] = lim E[Xilg]= lim FE |E[Xo|Fxl B = E[Xolp]
X k——o0 X el k——o0 k——o0 €EF _ 0o CFg
Zusammen folgt E[Xo|F_o] = X_oo P — f.s. O

Als eine Anwendung erhalten wir:

Satz 2.7.9 (Teilaussage des starken Gesetzes der grofien Zahlen). Ist (Zy)nen eine i.i.d. Folge von
n
Zufallsvariablen in LY (Q, A, P), p > 1, so konvergiert % S Zy fiirn — oo P—f.s. und in L (Q, A, P).
k=1

n
Beweis. Fiir X_,, .= % E Z und F_p, (Zk)k>n) MAn beachte F_,_1 = (nX_ + Zpt1) ist Fop-

messbar. Nun gilt Vk = 1 yngilt: E[Zy|F_,) = E[Z1|F_n] P — f.s.
In der Tat: Da (Zk,X_n, (Zl)l>n) und (Z1, X, (Z;)i1>n) die gleiche gemeinsame Verteilung haben,
gilt VA € F_,

E[Zk1 4] = E|Z11 4] = E[E[Z1|F_p|1 4]

Es folgt Vn € N

n

B(Zu|F-n)l =) ElZiF 0] = E]Y_ Zi|F-n] = ElnX_n|Fp] =nX_, P— f.s.

k=1 =
——
=nX_,
also E[Z,|F_,] = X_, P — f.s.
Das bedeutet (X_,)_,cz- ist ein Riickwértsmartingal bzgl. (F_,)_,cz-. Dei Behauptung folgt nun
aus dem Riickwartsmartingalkonvergenzsatz 2.7.8 O

Bemerkung. Spéater werden wir sehen, dass der Limes P — f.s. konst gleich F[Z,]ist

2.8 Lemmata von Borel-Cantelli

Fiir eine Folge (A, )nen von Ereignissen sei limsup := (| |J A, das Ereignis , dass A, fiir co viele
n—00 neNm:m>n

n € N eintritt. Anders gesagt:
Liimsup 4, = limsup 1 4,,.

n—o0 n—oo

Erinnerung.

Satz 2.8.1 (1. Lemma von Borel-Cantelli). Wenn > P(A;) < 0o,s0 gilt P(limsup Ay,) =0

neN n—00

Beweis. Wegen Liim sup 4,y < Z 14,Vk € N gilt:

n— o0 n==k

Z P n—00 0
wg. Y. P(Ap)<oo

P (limsup An> =F |:1llimsupAn:| < E

n—oo n—oo
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also P <lim sup An> =0. O
n—oo
In diesem Abschnitt beweisen wir mehrere Versionen von ,,Umkehrungen “dieses Lemmas unter Zu-

satzvoraussetzungen. Wir beginnen mit einer Unabhéngigkeitsannahme und schwéchen diese spéater
ab.

Satz 2.8.2 (2. Lemma von Borel- Cantelli). Ist (A, )nen eine Folge unabhingiger Ereignisse mit
> P(A,) = o0, so gilt: P(limsup Ay,) =1

neN n—00

Fiir unabhdngige A,, n € N, gilt also ein ,,0-1-Gesetz*:
0, falls > P(A,) < o

P(limsup A,) = nel
n—r00 1, falls Z P(An) =
neN

Bewers. Fiir n € N gilt:

U 4n=1-P(( |J 4)9)=1-P( J A7) &)

m:m>n m:m>n m:m>n

Nun gilt wegen der o-Stetigkeit von p:

k
AQ) = lim P AS 1 P(AS
mamz=n unabhingig
Wir schétzen:
k k k k
P(Am
IT PaS) = [ (1= P(An < [T e P = ¢ wiza nreo
m=n m= n\%’_JVmeRl —TSe=T o n io: P(Am)=00,da > P(Am)=0c0
m= neN

o

also auch Y P(Ay,) =o00,da >, P(A,;,) =
m=n neN
In (%%) und (*) eingesetzt erhalten wir: P( |J A,,) = 1 und daher auch P(( | Am) =1, also
m>n neNm:m>n

die Behauptung. O

Beispiel 2.8.3. Es sei (X, )nen eine Folge von unabhéngigen auf |0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen
und (a,)nen eine Folge positiver Zahlen mit a, 27 0. Dann gilt P — f.s.:

0, falls >’ i =00

liminf a, X, = neN 1
n—o0 oo, falls ) = <oo
neN
Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall Z = o00. Es sei € > 0. Fiir alle geniigend groflen n,
nGN

sagen wir fiir n > ng(e), gilt = < 1.
Fiir diese n schlieflen wir:

Pla, X, <¢e]=P [Xn < 5} , also
[e.9] o c
Z P[aanE] = Z a = 0
n=ng() n=ng()

39
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Wegen der Unabhingigkeit der {a, X, < ¢}, n € N, folgt aus dem 2. Borel-Cantelli-Lemma:

Pla, X, < ¢ fiir co viele n] =1, also P — f.s. lirginf anX, < .
n—oo
Weil das fiir alle rationale £ > 0 gilt, folgt:
liminfa, X, =0 P — f.s.

n—oo

Nun betrachten wir den Fall é < oo Essei M >0, M € R. Fiir n € N schlieflen wir:

n

Pla, X, < M] = P[X,, < GM] < aM und daher Y  Pla, X, < M] < > aM < 00
" " neN neN "
Es folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:
PlanX,, < M fiir oo viele n] = 0, also P[liminf a, X, < M] = 0.
n—oo

Weil das fiir alle rationalen M > 0 gilt, folgt linf_l> infa, X, =00 P— f.s. O
n—oo

Verallgemeinerung der beiden Borel-Cantelli-Lemmata zu einer bedingten Version: Notation: Fiir ein
Ereignis A und eine o-Algebra F C A schreiben wir P[A|F] = E[l14|F]. P[A|F] wird bedingte
Wahrscheinlichkeit von A gegeben F genannt.

Satz 2.8.4 (bedingtes Borel-Cantelli-Lemma). Es sei (Fp)nen, €ine Filtration und (Ay)nen eine Folge
von Ereignissen mit A, € Fp, Yn € N. Dann gilt P — f.s.:

Z 14, = 0o genau dann, wenn Z PA,|Fp-1] = o0
neN neN

n n

Beweis. Es sei X, = Y 14, und Y, = > E[la,|Fk_1] fur n € Ny. Offensichtlich ist (X;,)nen,
k=1 k=1

adaptiert und (Y,)nen sogar vorhersehbar beziiglich (F,)nen und es gilt Yy = 0.

Weiter ist M,, = X,, — Y,,, n € Ny, ein Martingal, denn es gilt:

E[Mn|]:nfl] — E[ Mnfl +]]-An*E[ﬂAn|-anl] |‘Fn71] — Mn71+E[ﬂAn|Fn71]*E[ﬂAn|Fn71] - Mnfl-
—— —_——
Fn—1—messbar Fn—1—messbar
Anders gesagt: X,, = M,, +Y,, n € Ny, ist die Doob-Zerlegung von (X, )nen,. Nun hat (Mp)nen

P — f.s. beschrankte Zuwéchse, da |M,, — M,_1| = |14, — P[An|Fn-1]| <1 Aus Satz 2.7.7 (alternative
zur Konvergenz von Martingalen) folgt folgende Alternative: P — f.s. gilt:

entweder: li_>m M, existiert in R (1.Fall) e
n e.) .

oder: lim inf M,, = —oo und lim sup M,, = +oo (2.Fall) Im LFall gilt X, —— o0
n—o0 n—00

n—oo

genau dann, wenn Y, = X,, — M,, —— 00, d.h. die Behauptung des Satzes gilt im 1.Fall.
Im 2.Fall schliefen wir P — f.s.:

E 14, = lim X, = lim ( Y, +M,) = lim Y, 4+ limsup M,, = 400 und
n—00 n—00 ~—~ n—00 n—s00
neN >0, steigend in n
>0 =+00

> PlAp|Foa] = lim Y, = lim (X, —M,)= lim X, —liminf M, = +o0
n—00 n—00 S~~~ n—00 n—00

neN >0 steigend —
>0 =—00

O]

Bemerkung. Die beiden ,,unbedingten“ Borel-Cantelli-Lemmata 2.8.1, 2.8.2 sind in der bedingten Ver-
sion 2.8.4 wie folgt enthalten:
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1) Ist (Ap)nen eine Folge von Ereignissen mit Y P(A,) < oo und (Fy,)nen irgendeine Filtration mit

neN
Ay, € F, (n € N), so folgt P — f.s.:
> PlAn|Fni] < 00 wegen B[ P[An|Fpi]] o= > E[P[An|Fua]] = Y P(Ay) < o0,
neN neN neN neN

also > 14, < oo, d.h. das Ereignis limsup A, tritt nicht ein nach der bedingten Version des

m n—oo
Borel-Cantelli-Lemmas 2.8.4.

2) Ist (A, )nen eine Folge von unabhingigen Ereignissen mit Y P(A,) = co und F,, = o(Ay, ..., Ay)
neN
fiir n € Ny, so ist

P[A,|Fn-1] = E[l4,] = P[Ay] P — f.s. (n € N), also
> PlAn|Fua] =) PlA)) =00 P fs.

neN neN

und damit nach der bedingten Version 2.8.4:

> 14, = oo, d.h. limsup A, tritt P — f.s. auf.

neN n—00
Beispiel 2.8.5 (Polya-Urne). Eine Urne enthélt zunéichst eine rote und eine blaue Kugel. Wir ziehen
immerwieder zufillig eine Kugel und legen sie zuriick zusammen mit einer neuen Kugel der gleichen
Farbe. R, und B,, bezeichne dei Anzahl roter bzw. blauer Kugeln nach dem n-ten Zug in der Urne,
By = Ry = 1. Wir zeigen, dass P — f.s. unendlich oft eine blaue Kugel gezogen wird.
Hierzu bezeichne F,, = o(Ry,Br : k = 1,..,n) (n € Ny die o-Algebra der bis zum n-ten Zug
beobachtbaren Ereignisse und A,, = {B, = B,_1 + 1}, n € N, das Ereignis, das im n-ten Zug eine
blaue Kugel gez. wird. Es gilt also A,, = {B,, = Bp—1, Ry, = R—1 + 1}.
Man beachte: Die A, n € N sind abhéngig!
Nach der Modellbeschreibung gilt:

By_1 B, 1
PlAn|Foct] = 5t — = =
[An|Fn-1] By1+ Rp—1 fehit n+1 fepie n+1
und daher 1
D PlAnFaa] 2} — =00
neN neN

Aus der bedingten Version des Borel-Cantelli-Lemmas folgt > 14, = co P—f.s., also die Behauptung.
neN

2.9 Verzweigungsprozesse

Verzweigungsprozesse (Synonym: Galton-Watson Prozesse) sind in der mathematischen Biologie Mo-
delle zur Beschreibung von Ppulationsdynamiken. Wir analysieren hier nur das einfachste Modell in
dieser Klasse.

Eine Population besteht aus N; Individuen zur Zeit t, t € Ng. Anfangs ist nur 1 Individuum vorhan-
den: Ny = 1. Zu jeder Zeit t spaltet sich jedes vorhandene Individuum in eine zufillige, nach einer
Verteilung p auf Ny verteilten Anzahl von Nachkommen auf, unabhéngig von den anderen Individuen
und unabhingig von der Vorgeschichte. Wir modellieren wie folgt:

(Xt)ten,ien seien 1.i.d. p-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Da-
bei soll Z;; die Nachkommenanzahl des i-ten Individuums zur Zeit t-1 bedeuten, falls es dieses Indi-
viduum gibt, ¢t € N. Wir setzen F; .= 0(Zs; : s = 1,...,t,i € N), t € Ny und definieren rekursiv:

No =1, Insbesondere ist (N¢)ien, beziiglich (F)en, adaptiert,
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N1
Z Zyi und Ny = Zy; ist p-verteilt.

Wir deﬁmeren fir ¢ € [0, 1]:

, wobei 00 :=

flp) =FE

N =" u({n})
n=0

Lemma 2.9.1. Es gilt: E[p™t|F_1] = f(p)N=1 fiirt € N, p € [0,1]. Fiir p € [0,1] ist (p™*)sen, ein
Martingal fiir f(p) = p, ein Submartingal fir f(p) > p und ein Supermartingal fir f(p) < p bzgl.
(E)tENo

Beweis. Fir t € N;n € Ny gilt P-f.s.:

E[PNt’ft—l]l{Nt_l =n} = E[pNt]l{Nt_lzn}‘ft—l] = E[pxi= Zt’i]l{Nt_lzn}‘th—l]
—_——

€Ft—1

glelche Vert. wieN1

_EHPZ“\]:t 1 HE HINe=ny = F) " Lyy=ny = £ L)
Fakt. alle ufiabh. & unabh. vonf-'_ 1 ff(p)

und daher P-f.s.:
E[pM|Fiq] = Z E[pNt|Fi_1] 14N, 1=n} = Z fp t_ll{Nt_lzn} = f(p)N

neNp n€Ng

Insbesonder ist im Fall f(p) = p die Folge (p™*) ein Martingal.
Nun ist fiir f(p) < p: f(p)Ne—1 < pNe=1. Hieraus folgt die Behauptung. O
>) (=)

Wir analysieren nun die erz. Fkt. f, insbesondere im Hinblick auf Fixpunkte.

Lemma 2.9.2. Die Funktion f : [0,1] — [0,1], f(p) = E[p"] ist monoton steigend und konvex. Sie
ist strikt konvex fir PNy > 1] > 0, d.h.

FOz + (1= Ny) < Mf(@)+ (1-Nf(y) fir \e (0,1) 0<z<y<1

Es gilt f(1) =0, f(0) = E[0™] = E[1{n,—¢j] = P[N1 = 0] = ps({0}).
Weiter existiert die linksseitige Ableitung in 1: f/(1) = lim M i

n [0,00), und es gilt f/(1) =
ool p—1 [ ) g fz()
E[l‘l]

Beweis. Da alle FUnktionen p, : p — p", p € [0,1], n € N, monoton steigend und konvex sind, ist
auch

Z pr(p)u({n}) monoton steigend und konvex.

neNg
Nun ist auch p,, fiir n > 1 strikt konvex, also ist auch f strikt konvex, sobald ein p, mit n > 1 positives
Gewicht hat, d.h. sobald P[N; > 1] > 0.
f(1) =1 und f(0) = u({0}) ist klar. Fiir p < 1 erhalten wir:

—f1)  E[pM] -1 N gl
UGEHUNET ES S VRS 0 .
P — 1 P — 1 P — mon. Konv.
geom. Reihe Ny fu" r p M

Also f/(1) = E[Ny].
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Fiir die Fixpunktstruktur von f erhalten wir:

Lemma 2.9.3. (1) ”Trivialfall: keine zeitliche Anderung”: Falls Ny = 1 P-f.s. ist f(p) =p , 0 <
p<1

(2) Bubkritischer Fall: weniger als 1 Nachkommen pro Individuum erwartet”: Falls E[N1] < 1 ist
flp) > p fir 0 < p <1 und f(1) = 1. Hier gibt es also nur der Fixpunkt 1 von f.

(3) 7kritischer Fall: 1 Nachkommen pro Individuum erwartet”: Falls E[N1] = 1, aber nicht P-f.s.
Ny =1, so gilt ebenfalls f(p) = p VO < p < 1 und f(1) = 1. Auch hier gibt es also nur den
Fixpunkt 1 von f.

(4) SSuperkritischer Fall: mehr als 1 Nachkommen pro Individuum erwartet”Falls E[N1] > 1, so
existiert genau ein p* € [0,1) mit f(p*) = p*. Es gilt f(p) > p fir 0 < p < p*, f(p) < p fir
p*<p<1lund f(1) =1. In diesem Fall hat f genau 2 Fizpunkte: p* und 1.

Beweis. (1) ist klar.

(2) Wegen Konvexitéit von f gilt fiir 0 < p<1:

fo) = fM)+ (-1 f1)>1+(p-1)=p
> TN

(3) Wegen der strikten Konvexitéit von f gilt fiir 0 < p < 1:

flp) > f()+(p—1) fi(1) =p

~— ——
=1 =1
f(p)— f(1)

(4) Wegen f/(1) > 1ist fiir alle p < 1 geniigend nahe bei 1. > 1, also f(p)—f(1) < p—1,
-

=1

p—1

d.h. f(p) < p.

Weil £(0) > u({0}) und f stetig ist, gibt es nach dem ZWS ein p* € [0,1) mit f(p*) = p*. f hat
mindestens zwei Fixpunkte p* und 1. Es kann nicht mehr als zwei Fixpunkte haben, da es strikt
konvex ist.

[
Satz 2.9.4. (1) Im Trivialfall Ny =1 P-f.s. ist Ny =1V t € Ny P-f.s.

(2) und (8) Im Subkritischen und kritischen Fall: E[N1] < 1 und P[N; = 1] < 1 gilt P-f.s.: N, = 0 fir
t — oo schlieflich, d.h. die Population stirbt mit Wahrscheinlichkeit 1 aus.

(4) Im superkritischen Fall E[N1] > 1 gilt: P[Ny > 1V t € Ng| > 0, d.h. die Population stirbt mit
positiver Wahrscheinlichkeit nicht aus.

Beweis. (1) ist klar.
Wir definieren rekursiv: f(0) = id, f*+) = f @ (") n € Ny, also f™(p) = f(f(... f(p)...)).
Durch Iteration erhalten wir aus Lemma 2.9.1:

E[pNe]|F = £ ()M fiir ¢,n € No, p € [0, 1]

Insbesondere
E[p™] = fP(p) (t € No)
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3 0-1-Gesetze und Gesetze der grofien Zahlen

(2) und (3) Im subkritischen und kritischen Fall gilt f(p) > p V p € [0,1]. Also ist (f®(0))sen, monoton
steigend und damit konvergent. Wegen der Stetigkeit von f folgt fiir s := tli)m f(t)(O) : f(s) =

lim f(tH)(O) = s, also s = 1, da f nur den Fixpunkt 1 besitzt.

t—00 .

Interpretation:

t—o0
—

Die Behauptung folgt nun, da aus Ny = 0 auch Ny =0V s >t folgt.

1

P[N; = 0 fiir t — oo schlielich] = P[3t : Ny = 0] > sup P[N; =0] =1
teNp

(4) Im superkritischen Fall gilt V p € [0, p*] : 0 < f(p) < f(p*) = p*, also f(p) € [0, p*].
Monotogie von f
Es folgt durch Iteration: f*)(0) € [0, p*] V t € Np.
Wir schlieflen:
PIN; = 0] = f®M(0) < p* V t € Ny, also P[3t : Ny = 0] = P[N; = 0 fiir t — oo schlieBlich] =
tligloP[Nt =0]<p<l1

O
Bemerkung. Man sieht leicht, dass f(t)(0) 1290 p*, also ist p* die Aussterbbarkeit der Population.
(Ubung)
3 0-1-Gesetze und Gesetze der groBen Zahlen
3.1 Das 0-1-Gesetz von Kolmogoroff
In der Martingaltheorie haben wir schon die o—Algebra Fo, = |J F; der Ereignisse der oo fernen

tezZy
Vergangenheit kennengelernt.
Die folgende Definition verallgemeinert das:

Definition 3.1.1. Es sei (F;)icr eine Familie von o-Algebren iber einen Ergebnisraum ), indiziert
mit einer unendlichen Familie I. Die terminale o-Algebra, engl. ,tail field“dazu wird durch

T = ﬂa U]:i

ECI icI\E
E endlich

Die Elemente von T heiffen terminale Ereignisse bzgl. (F;)ier. (engl.:,tailevents®). Ist (X;)icr eine
Familie von Zufallsvariablen iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), so heifit die terminale
o-Algebra T zu (0(X;))ier auf terminale o-Algebra zu (X;)ier. Es gilt also:

r= (] o(Xi:i€I\E)

ECI
E endlich

Bemerkung. 1. 7 ist als Durchschnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra

2. Anschaulich gesprochen besteht die terminale o-Algebra aus allen Ereignissen, die man mit Hilfe
der X; entscheiden kann, wenn man endlich viele der X; ignoriert.

3. ImFall I = Z7, Fy = 0(Xs: s < t), t € I stimmt die terminale o-Algebra zu den (X;);c; mit der
o-Algebra F_o, = [\ JFi der ,Ereignisse in der co fernen Vergangenheit“iiberein.
tez;
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3 0-1-Gesetze und Gesetze der grofien Zahlen

4. Sind(X,)nen reellwertige Zufallsvariablen, so sind die Zufallsvariablen

1 & 1<
liminf X,,, limsupX,, liminffZXk, limsuprXk
n—00 n—00 n—oo n 1 n—oo N 1

messbar bzgl. der terminalen o-Algebra 7 = (] o(X,)i>n (Ubung)
neN

n
Fiir die letzten beiden Zufallsvariablen folgt das daraus, dass es bei der Mittelbildung % > X im
k=1

Limes n — oo auf ein festes Anfangsstiick X1, ..., X}, nicht ankommt.

5. Manchmal sollte man sich I besser rdumlich als zeitlich vorstellen:
Ist I = Z und stellt man sich die i € Z¢ als ,,Atome “vor , so kamm man sich terminale Ereignisse
als ,,makroskopische Ereignisse “vorstellen, bei denen es nicht auf endlich viele Atome ankommt.

6. Ist I eine unbeschrinkte Teilmenge von R", so wird eine Variante der terminalen o-Algebra durch

F = N o(X; : 1 € T\ B) definiert. Man kann sich ihre Elemente , als Ereignisse im oo
BCI beschriankt
Fernen “vorstellen.

Satz 3.1.2 (0-1-Gesetz von Kolmogoroff). Ist (F;)icr eine unendliche Familie von unabhingigen o-
Algebren iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), so hat jedes Ereignis A in der zugehirigen
terminalen o-Algebra T entweder die Wahrscheinlichkeit P(A) = 0 oder P(A) =1

Beweis. Wir kiirzen fir J C I ab:

Fr=o (U .7-}) . Es gilt alsor = ﬂ Fne

icJ ECT
E endlich
Erinnerung (Stochastikvorlesung). Sind G1, Go unabhdngige N-stabile Ereignissysteme, so sind o(G1),
0(Ga) ebenfalls unabhdingig. (*)

Wir zeigen hiermit jetzt: Sind J, K C I disjunkt , so sind F; und F; unabhéngig. In der Tat: Setzen wir

Gr ={ AilE C L endlich, A; € F;¥i € E} fiir L C I, so ist G, ein N- stabiles Erzeugendensystem
i€l

von Fr. Weil die (F;)icr unabhingig ist und J N K = (), sind G, und Gk unabhiingig voneinander.

Also sind auch F; = 0(Gy) und Fx = 0(Gg) voneinander unabhéingig, wegen (x). O

Insbesondere ist fiir alle endlichen E C J die o-Algebra F unabhéngig von Fp g, also wegen F C
Fn\E erst recht unabhéngig von F.

Nunist H = |J Fpg ein N-stabiles Erzeugendensystem von F; und nach dem eben Gezeigten ist

ECI
E endlich

es unbahéingig von 7. Nochmal mit () folgt: F; = o(H) ist unabhéngig von 7 = o (7).
Wegen 7 C F; folgt hieraus: 7 ist unabhéngig von sich selbst. Es gilt also VA € 7:
P(A) =P(ANA)=P(A)P(A), also P(A) € [0,1]

Definition 3.1.3. Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen eine Unter-o-Algebra
F C AP — f.s. trivial, wenn VA € F gilt P(A) =0 oder P(A) = 1.

Das 0-1-Gesetz von Kolmogoroff besagt also, dass die terminale o-Algebra einer unendlichen Familie
von unabhéngigen o-Algebren P — f.s. trivial ist.

Lemma 3.1.4. Jede beziiglich einer P— f.s. trivialen o-Algebra F messbare reellwertige Zufallsvariable
X ist P — f.s. konstant, d.h. es gibt ein a € R mit P[X = a] = 1.
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3 0-1-Gesetze und Gesetze der grofien Zahlen

Beweis. Es sei F': R — [0, 1], F(t) = P(X <t) die Verteilungsfunktion von X. Weil {X <t} € F fiir
t € R, nimmt nach Voraussetzung F nur die Werte 0 und 1 an.

Nun wissen wir: F'(t) — 0 fir ¢ - —oo und F(t) — 1 fiir t — 4o0. Es folgt : F(t) = 0 fiir alle
geniigend kleinen t, und F'(t) = 1 fiir alle geniigend grofien t. Weil F monoton steigt, besitzt F genau
eine Sprungstelle a = sup{t € R|F(t) = 0} = inf{t € R|F(t) = 1} bei der der Wert von F von 0 auf 1
springt. Es folgt:

PIX =a] = lim F(r) - lim F(s) = 1

Bemerkung. Die Aussage des Lemmas gilt auch wenn X Werte in R U {+o00} annimmt.

Beispiel 3.1.5. Sind (X, )nen unabhiingige Zufallsvariablen, so sind folgende Zufallsvariablen P — f.s.
konstant:
1) limsup X,,, liminfX,

n—00 n—0oo

n n

2) limsup = 3~ X, liminfl 3 X

n—oo k=1 neo =1
All diese Zufallsvariablen sind nédmlich bzgl. der terminalen o-Algebra messbar. Auflerdem haben
folgende Ereignisse entweder die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1:

. - RS . N
{nll_{goXn existiert}, {nl;ngon;Xk existiert}, {nh_)ngog existiert}.

All diese Ereignisse sind nédmlich terminal.

Satz 3.1.6 (Starkes Gesetz der groBen Zahlen). Es seinen (X, )nen i.4.d. Zufallsvariablen in L (Q, A, P),
p > 1. Dann gilt P — f.s. und in L¥:

1 n
= E X, 2 BIX).
n

k=1

n
Beweis. Nach dem eben Gezeigten und Satz 2.7.9 wissen wir: Y = li_>m % > X existiert P — f.s.
e k=1

und in L” und ist P — f.s. konstant. Es folgt:

1
n
(Xn)nEN 1.3

E[X,] =F L znjxk] P22 E[Y]=Y P — fs.
k=1

also Y = E[X;] P — f.s. O

Beispiel 3.1.7 (Perkulationscluster). Wir stellen uns die Punkte i € Z? als Stiidte vor, die zufillig
durch Telefonleitungen verbunden werden: I = {i,j € Z?|||i — j||2 = 1} sei die Menge der moglichen
Leitungen. Jede Leitung sei - unabhéingig von den anderen - mit Wahrscheinlichkeit p durchléssig und
(1 — p) unterbrochen. D bezeichne die Menge der durchléssigen Leitungen.

Formal: X, = ly.cpy seien iid pdy + (1 — p)do- verteilte Zufallsvariablen. Zwei Stddte i,;j € 72

. . . . D . . . . . C .
sind verbunden, in Zeichen i <= j, wenn es einen Pfad i = ig,i1,...,%, = j mit {iyp—1,im} € D,

fir m = 1,...,n gilt. Offensichtlich ist ¢ 2 j eine Aquivalenzrelation. Thre Aquivalenzklassen heiBen
Perkulationscluster. Es seiC(i) der Perkulationscluster einer Stadt i € Z2.
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3 0-1-Gesetze und Gesetze der grofien Zahlen

Frage. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es einen unendlichen Perkulationscluster?

Satz 3.1.8.
P[3iez?:|C(i)| = ] € {0,1}

Beweisskizze. Wir zeigen A = {3i € Z? : |C(i)| = oo} ein terminales Ereignis bzgl. (X;)ees ist. Die
Behauptung folgt danach aus den 0-1-Gesetz von Kolmogoroff.

Es sei E C I endlich. Es ist klar (ohne das hier formal zu beweisen), dass es einen unendlichen
Cluster genau dann gibt, wenn es einen unendlichen Pfad ej,es, ... in D gibt. Pfade sollen hier stets
aus verschiedenen Kanten bestehen. Nun gibt es einen unendlichen Pfad in D genau dann, wenn es
einen unendlichen Pfad in D \ E gibt. Dies ist wiederum fquivalent dazu, dass es ein i € Z? gibt, so
dass es fiir jedes n € N einen Pfad in D \ E der Linge n mit Start in i gibt. Es gilt also:

A= N U N&EGniny =1} Aco(Xc:ecI\E)

i€Z2 neN i=iy,...,in, m=1
Pfad in I\E

WEeil fiir alle endlichen E C [ gilt, ist A ein terminales Ereignis. O

Bemerkung. Ein berithmter Satz von Kesten besagt P[A] = 0 fiir p < % und P[A] =1 fiir p > %

Eine analoge Situation tritt oft auf:
Wenn ein 0-1-Gesetz besagt, dass eine Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 ist, bleibt es im Allgemeinen eine
schwierige Frage, zu entscheiden, welche der beiden Fille eintritt.

3.2 Austauschbarkeit

Zuniichst sei = RN versehen mit der o-Algebra A = 0(Z, : n € N), die von den kanonischen
Projektionen Z, : RN — R, (wg)ren — wy erzeugt wird.

Definition 3.2.1. FEin Ereignis A € A heifit austauschbar, wenn fir jede Bijektion T : N — N, die
hdochstens endlich viele Zahlen nicht fest lisst, gilt:

Vw : (wn)neN € RN : (wn)nEN €EAs (WT(n))nGN €A (1)

Die Menge aller austauschbaren Ereignisse bildet offensichtlich eine o-Algebra Z.

n—oo

n
Beispiel 3.2.2. Das Ereignis { > Z —— 0} ist austauschbar, weil es bei der unendlichen Reihe nicht
k=1

auf die Permutation eines Anfangsstiicks ankommt.

Das Ereignis ist nicht terminal, weil der Wert der unendlichen Reihe sehr wohl von jedem Anfangsstiick
abhingt. Umgekehrt ist das terminale Ereignis austauschbar, denn wenn es auf jedes Anfangsstiick
nicht ankommt, kommt es auch nicht darauf an, ob ein Anfangsstiick permutiert ist.

Satz 3.2.3 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage). Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, .A),
sodass (Zp)nen i.1.d sind. Dann gilt fir alle austauschbaren Ereignisse A: P[A] =0V P[A] = 1.

Beweis. Es sei A ein austauschbares Ereignis. Es sei F,, .= 0(Z, : k=1,...,n), n € N, die von den Z,
erzeugte Filtration. Dann ist X,, = P[A|F,], n € N ein Martingal mit Werten P — f.s. in [0, 1]. Weil

Aeco(U Ap) = Fx ist P[A|Fx] =14 P — f.s.
neN
Nach Lemma 2.7.6 konvergiert X,, fiir n — co P — f.s. und in L' gegen P[A|F,] = 1. Gegeben

n € N, betrachten wir die Bijektion

k+n firk=1,...n
Tn N = N, 7, (k) = k—n firk=n+1,.. 2,
k  sonst (k> zy)
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Tp, vertauscht also {1,...,n} mit {n +1,..., 2, }.
Wir setzen 7, : RN — RN, 7, (X, ) men = (Xr(m) ) men-
Weil die (Z,)nen ii.d sind, stimmt das Bildma 7, P von P mit P iiberein, denn es stimmt auf
dem N-stabilen Erzeugendensystem von A, der von den Ereignissen {Zj € By fir k = 1,...,m} mit
m €N, By, ..., B, € B(R), gebildet und mit P iiberein. Weil A ein austauschbares Ereignis ist, folgt
14 = 140m,. Esfolgt mit der Abkiirzung Y,, = X,, o my,:
T P=P
1Yo — Lally = [|Xn 0 1 — La 0 —Lama|[1 = | X — Lall1-

n—o0 n—oo

Damit wissen wir sowohl X,, = 14 in L' als auch Y;, == 14 in L'. Weil X,,,Y;, € [0,1] P — f.s.
, schlieflen wir hieraus:
X, Y, 22 1414 in L.
~——
=14
In der Tat:
n—oo

1 XnYn=Tall = [[XnYn—Talally < [[(Xn—=1a)Yal[i+[[1a(Yo—Tally <[[Xn=Talli+|[Yn—Talli —— 0.

Nun ist X, bzgl. F, = o(Z1,...,Z,) messbar und Y,, = X,, om, bzgl. 0(Z,+1,..., Z2,) messbar.
Insbesondere sind X,,, Y;, undabhingig ( da die erzeugenden o-Algebren unabhéngig sind). Es folgt:

Unabhéngigkeit
P[A]? = E[14]* = lim E[X,]B[Y,] = lim E[X,Y,] = E[14] = P[A], alsoP[A] € {0,1}

n—o0

O]

In der Statistik hat man bei der Modellbildung oft die Situation, dass man nichts Genaues {iber
Abhéngigkeiten zwischen den Elementen einer Stichprobe Xi, ..., X, weif}. Insbesondere wére eine
Unabhéngigkeitsannahme oft nicht gut gerechtfertigt. Die Modellannahme, dass alle X1, ..., X, ,,gleich-
berechtigt®, also ,,austauschbar® sind, erscheint oft plausibler:

Definition 3.2.4. Zufallsvariablen X1, ..., X,, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) heiffen
austausch- bar, wenn fir alle Permutationen o von {1,...,n} der Zufallsvektor (Xy(1), ..., Xo(n)) die
gleiche gemeinsame Verteilung wie (X1,...,X,) hat. Eine Folge (X,)nen von Zufallsvariablen auf
(Q, A, P) heifit austauschbar, wenn Xi,...X,, fir alle n € N austauschbar sind.

Bei austauschbaren Zufallsvariablen steckt die gesamte ,relevante Information® bereits in der ,,empi-
rischen Verteilung“, die wie folgt definiert ist:

Definition 3.2.5. FEs seien (X1, ..., X,,) Zufallsvariablen auf (2, A, P) mit Werten in (Q', A"). Die
empirische Verteilung ist das zufillige Wahrscheinlichkeitsmafl Ly, : @ — Mq(QY,A) ={Q : A —

[0,1]| Q ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf (', A")}, Lp(w) = + 3 0x, () Fiir jedes A € A’ ist also
k=1

L,(w)(A) = %kz_:l Ox,(w)(A) die relative Hiufigkeit von A unter Xi(w),..., Xn(w). Ist allgemeiner

m < n und bezeichne Inm die Menge aller injektiven Abbildungen von {1,...,m} nach {1,...,n}, so
nennen wir das zufillige Maf Ly, m + M1((Q)™, (A)®™), Ly m(w) = ﬁ 20Xy (1) (@) Xy ()
T beln,m

die m-fache (gemeinsame) empirische Verteilung von Xi, ..., Xp,.

Die L,y enthalten - &hnlich wie die Ordungsstatistik - alle Informationen iiber X1, ..., X,,, wenn man
die Reihenfolge der X7, ..., X,, ignoriert. Wir setzen fiir eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen:

Fon=0Lgm:k>nm<k)=0cLpn(-)(A):k>nm<k AcA®") und F_o = ﬂ F_n.
neN

(]:;n)—nE—NU{—oo} ist eine Riickwirtsfiltration; F_,, enthélt die gesamte Information iiber die (X, )men,
die verbleibt, wenn man die Reihenfolge von X1, ..., X, ignoriert.
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