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I. Die Kategorie der (affinen) algebraischen Gruppen

I. Die Kategorie der (affinen) algebraischen Gruppen

Alle Ringe seien bis auf weiteres kommutativ und wir bezeichnen mit Ring die Kategorie
der kommutativen Ringe, mit k-Alg die Kategorie der kommutativen k-Algebren, mit
Grp die Kategorie der Gruppen, mit Sch die Kategorie der Schemata und mit Set die
Kategorie der Mengen.

Zuerst ein kurzer Exkurs zu so genannten natiirlichen Transformationen zwischen
Funktoren. Seien C und D zwei Kategorien und F, F5: C — D zwei parallele Funktoren.
Eine natirliche Transformation t: Fy — Fy ist eine Familie ¢, : Fy(x) — Fa(z) von
Morphismen in D parametrisiert durch Objekte x € C, die “natiirlich” ist, d.h. fiir alle
Morphismen f: x — y € Mor(C) kommutiert das Diagramm

2%

F1 (x) F2 (x)
Fi(f) Fx(f)
Fi(y) Fy(y).

ty

I.1. Algebraische Gruppen und Morphismen

Wir beginnen mit folgender Beobachtung. Einige Gruppen treten in Familien auf, para-
metrisiert durch kommutative Ringe R, z.B.

SLn(R) = {(aij) € Mn(R)i det(aij) = 1}

oder
On(R) = {(a;;) € Mp(R): ATA=1}.

Wir wollen SL,,, O,, etc. verstehen “ohne das R”. Ein Ringhomomorphismus f: R — R’
induziert einen Gruppenhomomorphismus SL,(f): SL,(R) — SL,(R’) durch kompo-
nentweises anwenden von f, d.h. SL,,(f)(ai;) = (f(aij)). Es gilt SL,(idg) = idgr,, (r) und
SLy(f o g) = SLy(f) o SLy(g). In anderen Worten ist SL,, ein Funktor Ring — Grp.
Analog erhalten wir einen Funktor O,,: Ring — Grp. Das etwas Besondere am Funk-
tor SLy, (und O,,) ist der Bezug zur algebraischen Geometrie, namlich erhélt man SL,, (R)
durch Lésen von polynomialen Gleichungen. Anders betrachtet ist

SLn(R) = HomRing(Z[Xij}/(det(Xij) - 1), R)

Néamlich entsprechen allgemein die Ringhomomorphismen Z[ X7, ..., X,]/I — R genau
den Tupeln (z1,...,z,) € R® mit f(x1,...,2z,) = 0 fir alle f € I. Allgemeiner entspre-
chen fiir einen Ring k die k-Algebrenhomomorphismen k[X7,...,X,]|/I — R genau
den Tupeln (z1,...,2,) € R" mit f(z1,...,2,) = 0 fir alle f € I. Mittels der Theorie
der Schemata kann man auch schreiben

SL,,(R) = Homgen (Spec R, Spec Z[X;;]/(det(X;5) — 1)),
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d.h. die Gruppe SL,(R) steht in Bijektion mit den R-rationalen Punkten des Schemas
Spec Z[X;;]/(det(X;;) — 1). Man sagt, der Funktor SL,, sei darstellbar durch den Ring
Z]Xi;]/(det(X;;) — 1). Solche darstellbaren Funktoren Ring — Grp interessieren uns.
Statt Funktoren Ring — Grp, betrachten wir aber allgemeiner fiir einen festen Grund-
ring k Funktoren k-Alg — Grp. Meist wird k ein Korper sein. Dies ist tatséchlich eine
Verallgemeinerung, denn Ring = 7Z-Alg.

Sei k ein (fester) kommutativer Ring und sei a € k fest. Fiir eine kommutative k-
Algebra R betrachte den Ring R[X]/(X? — a) = R @ Rx mit Einheitengruppe

(R® Rx)* = {u +vzx: u® —v’a € R*}.

Diese Einheitengruppe enthilt eine Untergruppe {u + vx: u?> — v?a = 1}. Definiere
Funktoren G®: k-Alg — Grp und N : k-Alg — Grp durch

GY(R) = (R® Rx)* = {u+vz € R® Rz: u? —v’a € R*},
N(R) = {u+ vz € (R® Rx)*: u? —v?a =1}

und G (f)(u+vz) = f(u) + f(v)z und N (f)(u+vz) = f(u) + f(v)z fir einen k-
Algebrenhomomorphismus f: R — R’. Dann ist N(® darstellbar durch die k-Algebra
kU, V]/(U? —= VZa — 1), dh. N(R) = Homy a1g(k[U,V]/(U? — VZa — 1), R). Auch
der Funktor G(®) ist darstellbar, namlich durch k[U,V, W]/((U? — V2a)W — 1). Diese
Algebra ist isomorph zur Lokalisierung von k[U, V] am Element U? — V2qa. Dafiir schrei-
ben wir k[U,V, (U? — V2a)~!], auch wenn k nicht notwendigerweise ein Integritéitsring
ist.

Definition 1. Sei k£ ein kommutativer Ring. Wir bezeichnen mit V: Grp — Set den
Vergissfunktor.
(i) Ein k-Gruppenfunktor ist ein Funktor G: k-Alg — Grp.
(ii) Ein k-Gruppenfunktor G heifit darstellbar, falls eine k-Algebra A existiert, so dass
V o G: k-Alg — Set natiirlich isomorph ist zum so genannten Punktefunktor
hA: k-Alg — Set von A, gegeben durch h*(R) = Homy. aig(4, R) fiir jede k-
Algebra R und h(f)(¢) = f o ¢ fiir jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R —
R’, d.h. es existierten Bijektionen von Mengen tr: G(R) == Homy.a1g(4, R), so
dass fiir alle k-Algebrenhomomorphismen f: R — R’ das Diagramm

tr

Homk_Alg (A, R)
G(f) hA(f)
Homy,_a1g(A, R')

R/

kommutiert.
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(iii) Wir nennen einen k-Gruppenfunktor G eine algebraische Gruppe oder genauer
algebraische k-Gruppe oder algebraische Gruppe tber k, falls G durch eine endlich
erzeugte k-Algebra darstellbar ist.

Beispiele. Die Funktoren SL,, O,, G(® und N(® sind algebraische Gruppen. Ein
weiteres Beispiel ist die triviale algebraische Gruppe 1: k-Alg — Grp mit 1(R) = {1}.
Sie ist darstellbar durch die k-Algebra k.

Ein weniger triviales Beispiel ist die additive Gruppe G, mit G,(R) = (R, +). Dieser
Funktor ist darstellbar, denn R = Homy,_a1g(k[X], R). Ahnlich erhélt man die multipli-
kative Gruppe G, mit G,,(R) = R*. Dieser Funktor ist darstellbar durch die k-Algebra
kX, X Y ~k[X,Y]/(XY —1).

FEin weiteres Beispiel ist die algebraische Gruppe GL,,: k-Alg — Grp mit

GLn(R) = {(aij) € Mn(R) det(aij) € RX}.
Sie ist darstellbar durch die k-Algebra k[X;;,det(X;;)~!]. Es ist GL1 & Gyy,.

Definition 2.

(i) Seien G und H k-Gruppenfunktoren. Ein Morphismus G — H ist eine nattirliche
Transformation von Funktoren k-Alg — Grp, d.h. eine Familie von Gruppenho-
momorphismen tr: G(R) — H(R) parametrisiert durch kommutative k-Algebren
R, so dass fiir jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R — R’ das Diagramm

tr

G(R) H(R)
a(f) H(f)
G(R) —— H(R))

kommutiert.

(ii) Sind G und H algebraische k-Gruppen, so ist ein Morphismus G — H von al-
gebraischen k-Gruppen ein Morphismus G — H von k-Gruppenfunktoren. Wir
schreiben Hom(G, H) fiir die Menge der Morphismen G — H und k-Grp fiir die
Kategorie der algebraischen k-Gruppen.

Definition 3. Sei a: G — H ein Morphismus von k-Gruppenfunktoren. Wir nennen
den k-Gruppenfunktor kera: k-Alg — Grp mit R —— kerar den Kern von a. Man
bemerke, dass alle Diagramme

G(R) H(R)
G H()
G(R') ——— H(R)
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kommutieren; deshalb gilt jeweils G(f)(ker ar) C ker ag und so erhalten wir tatsichlich
einen Funktor kera.

Beispiel. Wir haben einen Morphismus det: GL,, — G,, mit Kern SL,, und einen
Morphismus G(®) — G,
G (R) — R*

u+vx%u2—v2a

mit Kern N(®. Ebenso sind die Inklusionen SL,, — GL,, und N (@ y Gla) Morphis-
men von k-Gruppen. Diese haben trivialen Kern.

1.2. Untergruppen und Faserprodukte

Definition 4. Seien G und H k-Gruppenfunktoren. dann heifit H Untergruppenfunktor
von G, falls H(R) C G(R) fir alle R € k-Alg.

Als k-Mengenfunktor bezeichnen wir einen Funktor k-Alg —— Set. Wir definieren
einen k-Mengenfunktor A} durch A{(R) = R € Set fir R € k-Alg und AL(f) =
[ € Mor(Set) fiir f € Mor(k-Alg). Es ist A} = Homy a1g(k[X],—). Sind X und Y
k-Mengenfunktoren, so schreiben wir Nat(X,Y") fiir die Menge der natiirlichen Transfor-
mationen X — Y.

Definition 5. Sei G eine k-Gruppenfunktor. Definiere k[G] := Nat(V o G, A}) mit dem
Vergissfunktor V: Grp — Set.

Ein Element von k[G] ist eine Familie von Abbildungen tr: G(R) — R, so dass fiir
jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R — R’ das Diagramm

lr

G(R) R
&(f) \ \ /
G(R) ——— R

kommutiert. Insbesondere haben wir fir jedes ¢ € k ein Element ¢ € k[G] definiert
durch G(R) 5 g+ ¢ € R fur alle R € k-Alg. Elemente von k[G] lassen sich addieren,
subtrahieren und multiplizieren. Zum Beispiel definiert man (¢t +t')r(g) = tr(g) + t(9)
fir R € k-Alg und g € G(R) und erhélt eine Abbildung +: k[G] x k[G] — k[G]. Analog
definiert man “—” und “-”. Insgesamt erhalten wir die Struktur einer kommutativen k-
Algebra auf k[G].

Jedes Element ¢ € G(R), R € k-Alg, definiert einen k-Algebrenhomomorphismus
evg: k[G] — R mit evy(t) = tr(g). Damit erhalten wir eine natiirliche Transformation
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a: VoG — hFICl mit ag(g) = ev, € Homy,.a1g(k[G], R). Wir miissen dafiir noch zeigen,
dass fiir jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R — R’ das Diagramm

R

Homy,a15(k[G], R)
G(f) RHEl(f)
Homk_Alg(k:[G], R/).

OéR/
kommutiert. Es gilt fir g € G(R) die Gleichung

va(p)(e) (1) = tr(G(f)(9)) = [(tr(g)) = (f o evy)(?)

fiir alle t € k[G], d.h. ap o G(f)(g) = evg(s)(g) = foevy = foar(g), also folgt die
Aussage.

Proposition 6. Die natiirliche Transformation a: V o G — h¥ICl ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn G darstellbar ist.

Zum Beweis von Proposition 6 benétigen wir das so genannte Yoneda-Lemma, das
auch unabhéngig von Interesse ist.

Lemma 7 (Yoneda-Lemma). Sei B eine kommutative k-Algebra und F' ein k-Mengen-
funktor. Dann ist die Zuordnung

Nat(h®, F) — F(B)
t— tB(idB)

bijektiv.

Beweis. Wir konstruieren eine Inverse F(B) — Nat(h?, F). Sei € F(B). Fiir jedes
R € k-Alg definiere eine Abbildung tg): Homy a1g(B, R) — F(R) durch t(RﬁB) (9) =
F(g)(z). Das definiert eine natiirliche Transformation +(*), denn

(#5) o WB(1))(g) = F(f 0 9)(@) = F(f)(F(g)(x)) = (F(f) o t5)(9)

fiir jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R — R'.

Es bleibt zu zeigen, dass die beiden natiirlichen Transformationen tatséichlich invers
zueinander sind. Fir jedes z € F(B) gilt tg) (idg) = F(idp)(z) = z. Ist umgekehrt
s € Nat(hB, F), so gilt

th(idB))(g) = F(g)(sp(idp)) = sr(g o idp) = sr(g)

fur alle g € Homy_a1g(B, R) und R € k-Alg, da s natiirlich ist. O



I. Die Kategorie der (affinen) algebraischen Gruppen

Korollar 8. Seien B und B’ kommutative k-Algebren. Dann ist die kanonische Abbil-
dung

Nat(h?, h?") — Homy_a1y(B’, B)
t — tp(idp)

bijektiv und ihre Inverse =) : Homy_a1y(B’, B) — Nat(h?, hB'Y ist gegeben durch tgg) (9) =
goa.

Diese Zuordnung ist kompatibel mit Komposition und bewahrt Identitdten. Insbeson-
dere ist t € Nat(h®, hB/) genau dann ein Isomorphismus, wenn der zugehdrige k-Alge-
brenhomomorphismus tg(idg): B' — B ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sind natiirliche Transformationen ¢: k% — k5 und ¢': b — nB" gegeben,
so ist (t' ot)p(idp) = (t)3 o tp)(idp). Nun kommutiert das Diagram

/ tQB’ "
hP' (B —"— nB"(B')
hB' (tp(idp)) ‘ hB" (t5(idp))
hP'(B) hB"(B),
B

also ist (t5 otp)(idp) = tp(idp) o t’ (idp/), was durch Betrachten des Bildes von idp:
folgt. Ist schliefllich ¢t = id,z, so folgt tp(idp) = idp. O

Beweis von Proposition 6. Ist a ein Isomorphismus, so ist natiirlich G darstellbar. Sei
also G darstellbar, d.h. es existiere ein natiirlicher Isomorphismus ¢: h® =% V o G
mit einer k-Algebra B. Wir zeigen, dass a o p: h® — hFIG] ein Isomorphismus ist,
woraus dann die Behauptung folgt. Nach Korollar 8 geniigt es dafiir zu zeigen, dass der
entsprechende k-Algebrenhomomorphismus («a o ¢)g(idg): k[G] — B bijektiv ist. Es
gilt (cop)p(idp) = ap(¢p(idp)) = vy, d,)- Nun haben wir aber einen Isomorphismus

k[G] = Nat(V o G, A}) =& Nat(hP, Al) == AL(B) = B,

dessen Bild an € € k[G] genau (¢ o )p(idp) = ep(¢p(idB)) = eV, idy)(€) ist. Also ist
(a © @)B(idB> = €Vyp(idp) bijektiv. ]

Folgerung. Ist G ein darstellbarer k-Gruppenfunktor, z.B. eine algebraische k-Gruppe,
so ist eine darstellende k-Algebra bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und wir haben
eine kanonische Wahl dafiir, némlich k[G] = Nat(V o G, A}).

Wir fithren folgende Notation ein. Ist a: G — H ein Morphismus von k-Gruppenfunk-
toren, dann schreiben wir a*: k[H| — k[G] fiir den induzierten k-Algebrahomomorphis-
mus. Fiir ¢ € k[H] = Nat(V o H,A}) gilt a*(t) = to Va, wobei Va: VoG — Vo H die
natiirliche Transformation definiert durch (Va)r = V(ar) (gleich ar: G(R) — H(R)
betrachtet als Abbildung) ist.
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Bemerkung. Die Identifikation a: V o G == ¥ fiir darstellbare k-Gruppenfunk-
toren G ist natiirlich in G, d.h. wenn a: G — H ein Morphismus von darstellbaren
k-Gruppenfunktoren ist, so kommutiert

VoG —22— pkE
ag

Va 1(@™)

V o H —~— pklH],

H

Dies folgt aus der Rechnung

evy oa*(t) = evg(t oVa)= (toVa)r(g) =troar(g) =tr(ar(g)) = eVaR(g)(t)’

fir t € k[G], g € G(R) und R € k-Alg, also evgoa* = ev folglich

ar(g)
(£ 0 ag)nlg) =ty ) o evy = evgoa” = ey = (an)r o arlg) = (o o Va)r(g):

Definition 9. Sei G eine algebraische k-Gruppe und H ein darstellbarer Untergruppen-
funktor von G. Dann nennen wir H eine Untergruppe von G, falls der durch die Inklusion
t: H — G induzierte k-Algebrenhomomorphismus ¢*: k|G| — k[H] surjektiv ist.

Bemerkung. Man spricht in der Situation von Definition 9 auch von abgeschlossenen
Untergruppen in Analogie zur Sprache der Schemata, in der ein surjektiver Ringho-
momorphismus einer abgeschlossenen Immersion affiner Schemata entspricht. Genauer
entspricht eine Untergruppe H einer k-Gruppe G tatséchlich einem abgeschlossenen Un-
terschema des G entsprechenden affinen Schemas Spec(k[G]). Wir werden spéter sehen,
dass im Fall, dass k ein Korper ist, jeder darstellbare Untergruppenfunktor eine Unter-
gruppe ist.

Jede Untergruppe einer algebraischen k-Gruppe ist wiederum eine algebraische k-
Gruppe, denn die Darstellbarkeit wird schon vorausgesetzt und ist k[G] endlich erzeugt,
so auch k[H], denn es existiert ein surjektiver k-Homomorphismus k[G] —» k[H].

Eine algebraische k-Gruppe G ist Untergruppe ihrer selbst, denn id: k[G] — k[G] ist
surjektiv; ebenso ist immer {1} eine Untergruppe von G, denn k|G| — k[{1}] = k ist
surjektiv.

Beispiel. Die Gruppe SL,, ist Untergruppe von GL,,, denn Z[GL,,] — Z[SL,,] entspricht
dem Ringhomomorphismus

™

Z[Xij,det ™! Z[Xij]/ (det —1),
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denn man hat fiir jeden Ring R ein kommutatives Diagramm

*

HomRing (Z[X;;]/(det —1), R) HomRing(Z[X;;,det '], R)
2 2
SL,.(R) GL,(R),

und man erhalt ein kommutatives Diagramm

BEIX )/ (et —1) M7 715 det™]
¢ ¢
VoSL, — VoGL,

von natiirlichen Transformationen. Hiermit ergibt sich aus Lemma 7 die Behauptung.
Ebenso ist N(® eine Untergruppe von G(@).

Wir studieren nun Faserprodukte von algebraischen Gruppen. Diese Konstruktion
enthélt einige wichtige Spezialfille, etwa das direkte Produkt G x H von algebraischen
Gruppen, den Kern von Morphismen H — G, das Urbild einer Untergruppe H' C H
unter einem Morphismus G — H und den Durchschnitt H N H' zweier Untergruppen
H,H CG.

Definition 10. Seien a: H — G und a’: H' — G Morphismen von k-Gruppenfunk-
toren. Wir definieren das Faserprodukt H X H' von H und H' iiber G (beziiglich a und
a') durch

H xg H'(R) = {(h,h) € HR) x H(R): ar(h) = dr(h')}

fiir jede k-Algebra R und

H x¢ H'(R) — H x¢ H'(R)
(hy By — (H(f)(R), H'(f)(R'))

fiir jeden k-Algebrenhomomorphismus f: R — R/. Das ist eine wohldefinierte Abbil-
dung, denn ap/ (H(f)(h)) = G(f)(ar(h)) = G(f)(ak(h)) = ap (H'(f)(h')), da a und
a’ natiirliche Transformationen sind. Die Menge H X H'(R) ist eine Untergruppe des
direkten Produkts H(R) x H'(R), also ist H x H’ tatsachlich ein k-Gruppenfunktor.

Lemma 11. Sind H, G und H' algebraische k-Gruppen, so auch H xq H' und es gilt
k[H x¢ H'] = k[H]| @y k[H'] beziiglich a*: k[G) — k[H] und o : k[G] — k[H'] fir
die darstellende k-Algebra von H x¢g H'.
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Beweis. Es gilt aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass

Homy.a1g (K[H] @) k[H'], R) =

> {(h, h') € Homy a1g(k[H], R) x Homya1g(k[H'], R): hoa® = od*} =
= {(h, ') € H(R) x H'(R): an(h) = (i)} =

= H xg H'(R),

worin alle Isomorphismen natiirlich in R sind, d.h. H xg H' ist durch k[H] ®y¢q k[H']
dargestellt. Da auBerdem k[H] ®y(¢ k[H'] endlich erzeugt ist, wenn k[H] und k[H'] es
sind, ist H x H' eine algebraische k-Gruppe. ]

Beispiele. Ist G = {1}, so ist H x(yy H' = H x H' das direkte Produkt von H und H'.
Es gilt H x H'(R) = H(R) x H'(R). Sind H und H’ algebraische k-Gruppen, so auch
H x H' mit k[H x H'| & k[H] ® k[H'].

Sei a’: H' — G die Inklusion eines Untergruppenfunktors. Dann ist

H xg H'(R)={(h,h') € HRR) x H(R): ar(h) =1} =
= {(h,ar(h)) € HR) x G(R): h € ax'(H'(R))} = ap' (H'(R))

das Urbild von H' C G unter a: H — G. Wir schreiben a~!(H’) fiir den k-Gruppen-
funktor

k-Alg — Grp
R— ag' (H'(R)).

Speziell ist a=!({1}) = ker a der Kern von a.

Lemma 12. Ist a: H — G ein Morphismus von algebraischen k-Gruppen und ist H'
eine Untergruppe von G, so ist a~'(H') eine Untergruppe von H. Insbesondere ist ker a
eine Untergruppe von H.

Beweis. Wir wissen nach Lemma 11, dass a=!(H’) darstellbar ist. Es bleibt also zu
zeigen, dass der k-Algebrenhomomorphismus k[H] — k[a™(H')] = k[H] ®yq) k[H']
surjektiv ist, wenn k[G] — k[H'] surjektiv ist. Dies folgt aus dem folgenden Lemma 13.

O

Lemma 13. Seip: B —— A ein Homomorphismus kommutativer k-Algebren und I C B
ein Ideal. Dann ist A®p B/I = A/p(I)A und man hat ein kommutatives Diagramm

A®p B/I —~=— A/p(I)A.

NS

10
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Beweis. Man tiberpriift die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Man hat ein
kommutatives Diagramm

B—BJ/I
d |
A Alp(I)A
und ist
B B/I
so‘ ‘B
A C

«

ein weiteres kommutatives Quadrat, so zeigt eine Diagrammjagd, dass p(I)A C ker a.
Damit faktorisiert « eindeutig durch A/¢(I)A und dann ist, da B —» B/I surjektiv ist,
das Diagramm

B/I

B
A

Afe(D)A

kommutativ. OJ

Beispiel. Sind a: H < G und a’: H <~ G beides Inklusionen von Untergruppen-
funktoren, so ist

HXGH/<

{(h,h) € H(R) x H'(R): h =} in G(R)} =
{(h,h) € G(R): he H(R)N H'(R)} =
= H(R) N H'(R).

Wir nennen den Funktor
k-Alg — Grp
R+—— H(R)N H'(R)

den Durchschnitt von H und H'. Ist G eine algebraische k-Gruppe und sind H und H’
Untergruppen von G, so ist H N H' sowohl eine Untergruppe von H wie auch von H'.

11
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1.3. Hopfalgebren

Sei G ein darstellbarer k-Gruppenfunktor. Wir haben drei natiirliche Transformationen
von k-Mengenfunktoren, welche die Gruppenstruktur beschreiben, ndmlich die Multipli-
kation VoG x VoG — VoG mit (g, g") — gg’, das neutrale Element Vol — VoG mit
1 — 1g(g) und die Inversenabbildung VoG — VoG mit g — g~ ! auf R-Punkten. Die
Natiirlichkeit dieser Zuordnungen ist dquivalent dazu, dass die G(f): G(R) — G(R/)
Gruppenhomomorphismen sind. Mittels Lemma 7 und Proposition 6 entsprechen diese
natiirlichen Transformationen k-Algebrenhomomorphismen c: A — A®y A, der Komul-
tiplikation, u: A — k, der Koeinheit, und i: A — A, der Koinversen, wobei A = k[G]
sei. Die Homomorphismen ¢, u und i sind im folgenden Sinn miteinander vertréiglich. Es

kommutieren

ida®c
A@kA(X)kA A9 A®kA

c®id 4 c (A)

AQpA— A,

die Koassoziativitdt,

kg A2 Ag, A
A —— A
und
iid
_Gida) Ay A
c (©)
k——— A
Dies ist eine Umformulierung der Gruppenaxiome
idg(R) Xmult
G(R) x G(R) x G(R) — G(R) x G(R)
multXidg(R) ‘ mult (A/)
G(R) x G(R) — G(R),
{1} x G(R) —— G(R) x G(R)
‘ mult (B/)
G(R) =—————=G(R)

12



I. Die Kategorie der (affinen) algebraischen Gruppen

und
GRI—Y6(R) x G(R)
‘ mult (C/)
&R

Definition 14. Eine kommutative k-Algebra A zusammen mit k-Algebrenhomomor-
phismen ¢: A — A®; A, u: A— kund i: A— A, welche die Axiome (A), (B) und
(C) erfiillen, heifit Hopfalgebra iiber k.

Aus der vorangegangenen Diskussion folgt, dass fiir jeden darstellbaren k-Gruppen-
funktor G die darstellende Algebra k[G] mit den zugehorigen k-Algebrenhomomorphis-
men ¢, u und ¢ eine Hopfalgebra tber k ist. Umgekehrt definiert jede Hopfalgebra iiber
k einen darstellbaren k-Gruppenfunktor. Ist ndmlich A eine Hopfalgebra iiber k, so
definieren wir fiir R € k-Alg auf h(R) eine Gruppenstruktur mittels ¢ wie folgt:

hA®kA(R) = Homy (A ®; A, R) 2 Homg (A, R) x Homi (A, R) (g,9")

|

hA(R) Homy, (Aa R) (gv g/> oc

Die Gruppenaxiome folgen aus (A), (B) und (C), wobei das neutrale Element von 74 (R)
durch

A——k—R
und die Inverse von g: A — R durch

i

A——a-""R

gegeben ist. Wir erhalten einen k-Gruppenfunktor G4 : k-Alg — Grp mit VoG4 = h4.
Insbesondere ist G4 darstellbar. Ebenso definieren wir Morphismen von Hopfalgebren
tiber k in Korrespondenz zu Morphismen von (darstellbaren) k-Gruppenfunktoren. Sind
G und H darstellbare k-Gruppenfunktoren, so kommt eine natiirliche Transformation
t: VoG — V o H von einer natiirlichen Transformation von k-Gruppenfunktoren
G — H, falls

mult

VoGxVoQ@G VoG
txt t
VoHxVoH " VoH

13
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kommutiert. Ubersetzt, mit A = k[G], B = k[H], kommutiert

CA

AR A A
@t t*
By B ——— B,

d.h. cqg ot* = (t* @ t*) o cg. Wir bekommen also folgende

Definition 15. Sind (A, ca,ua,i4) und (B,cp,up,ip) Hopfalgebren tiber k, so heifit
ein k-Algebrenhomomorphismus ¢: B — A ein Morphismus von Hopfalgebren {iber
k, falls c4 0 ¢ = (¢ ® @) o cg. Wir schreiben k-Hopfalg fiir die Kategorie der endlich
erzeugten Hopfalgebren iiber k& mit Morphismen von Hopfalgebren.

Lemma 16. Ist p: B — A ein Morphismus von Hopfalgebren iber k, so kommutieren

Ak
|l

B———k

und

A4
® @

B— B.

iB

Beweis. Die Aussage folgt durch Ubersetzen in die Welt der k-Gruppenfunktoren und
mit den Rechenregeln a(1) = 1 und a(g~!) = a(g)~! fiir jeden Gruppenhomomorphis-
mus a: ' — TV, O

Theorem 17. Folgenden Zuordnungen definieren eine Anti-Aquivalenz (oder Dualitit)
von Kategorien:

k-Grp ——— k-Hopfalg

Gr— k[G]

*

a a

14
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wobei ¢ GA(R) — GB(R) fiir R € k-Alg durch ©(g) = go fiir jedes g € GA(R) =
Homy (A, R) definiert ist.

Beweis. Es ist klar, dass obige Zuordnungen wohldefiniert sind und kontravariante Funk-
toren definieren. Es bleibt zu zeigen, dass k[G4] = A natiirlich in A und GFI¢ = @
natiirlich in G gilt. Dies folgt im Wesentlichen aus Proposition 6 und Lemma 7 und der
Konstruktion der Kategorie k-Hopfalg. O

Ubung. Beweise folgende Aussagen iiber Hopfalgebren (A, ¢, u,1):
(i) 104 =1id4.
(ii) coi = switch o (i ® i) o ¢, wobei switch(a ® b) = b ® a.
(ifi) woi=u.
(iv) Gilt (ida,id) o ¢ = incl o u, mit incl: k — A, so auch switcho ¢ = c.

Lemma 18. Sei (A,ca,ua,i4) eine Hopfalgebra diber k, G = GA. Dann gilt
(i) Die Elemente id4 und i4 von G(A) sind invers zueinander.
(ii) Seien t1,t2: A— AR A mitii(a) =a®1 und 1a(a) = 1®a. Dann ist 11 12 = ca
in G(A®y A).

Beweis. Es ist i-ida = (4,ida) o ca = incloua = 1gay und ¢1 - 12 = (11,12) 0 ca = ca,
denn (t1,t2) = idag, A- O

Beispiel. Fir folgende algebraische k-Gruppen sieht die Hopfalgebrenstruktur wie folgt
aus:
(i) Fiir Gy, ist k[G,,] = k[X, X1 und u: k[X, X '] — k entspricht 1 € G,,(k), ist
also gegeben durch u(X) = 1. Die Koinverse i: k[X, X '] — k[X, X 1] ist invers
zu idyx x-1] in G (k[X, X 1)), ist also gegeben durch i(X) = X 1.
Die Komultiplikation c: k[X, X ] — k[X, X 1] ®j k[X, X 1] entspricht genau
dem Produkt ¢1 12 € Gy, (k[ X, X~ @ k[X, X 1), ist also gegeben durch ¢(X) =
1(X)(X) = X ® X.
(ii) Fir G, ist k[Gg] = k[X] und u: k[X] — k ist gegeben durch u(X) = 0, die Ko-
inverse i: k[X] — k[X] ist gegeben durch i(X) = —X und die Komultiplikation
c: k[X] — k[X] ® k[ X] ist gegeben durch ¢(X) =X ®1+1® X.
(iii) Fiir GL, ist k[GLy] = k[X;;,det '] und man hat

U: k‘[Xij, det_l] — k‘, Xij — 5@']’

1 L
7 ]{J[XZ']', det_l] — k‘[Xij, det_l], Xz'j — a(—l)l—HDij
e

n
C: k‘[Xij, det_l] — k‘[Xij, det_l] Rk k‘[Xij, det_l], Xij — Z X ® ng,
/=1

wobei D;; die Determinante der aus (Xy,,) durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte enstehenden Matrix ist.

15
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(iv) Fiir G ist k[G(®)] = k[U, V, (U? —V2a)~!] und entlang dieses Isomorphismus hat
man

w: K[GY] — k, (U, V) — (1,0)

i:k[G(a)}Hk[G(a)],(U,V)M( v 4 )

U2 -V2a' ' U?2 - V2
c: k|G — K[G] @4, k[GY), (U, V) — UQU +aV o V,URV +V @ U).

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei k immer ein Koérper. Dann ist fiir jeden Untermodul
U eines k-Moduls M die induzierte k-lineare Abbildung U ®; U — M ®; M injektiv.

Definition 19. Sei A eine Hopfalgebra iiber k£ und B eine Unteralgebra. Dann heif3t
B eine Hopfunteralgebra von A, falls i4(B) C B und c4(B) C B ®;, B. Eine Hopfun-
teralgebra ist wiederum eine Hopfalgebra mit Homomorphismen cg: B — B ®; B,
up: B— kund ig: B — B, die man durch Einschrankung von c4, u4 und i4 erhélt,
und die Inklusion B < A wird ein Hopfalgebrenhomomorphismus.

Beispiel. Sei p: A’ — A ein Hopfalgebrenhomomorphismus. Dann ist B = ¢(A’) eine
Hopfunteralgebra von A.

Beweis. Zuerst einmal ist im(p) eine k-Unteralgebra. Das Diagramm

ist kommutativ, also ist is(p(A") = ¢(ia(A4") C ¢(A’). Genauso kommutiert das
Diagramm
A" A

Y ca

A,®KAlwA®kA,

also ist ca(p(A)) = @ plca(4) C @ p(A' @ A') = p(A") @1 p(4). O

Definition 20. Sei a: G — H ein Morphismus von algebraischen k-Gruppen. Dann
nennen wir die algebraische k-Gruppe H’, die dargestellt wird durch das Bild von
a*: k[H] — k|G|, das Bild von a und schreiben H' = ima. Beachte, dass ima tat-
sachlich eine algebraische k-Gruppe ist, da das Bild von a* endlich erzeugt ist.

16
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Das Bild von a: G — H ist (isomorph zu) einer Untergruppe von H, denn der
Hopfalgebrenhomomorphismus k[H] —» k[H'] ist surjektiv, und a: G — H faktorisiert
eindeutig als G — ima <~ H, wobei k[ima] — k[G] injektiv ist. Man sagt, der
Morphismus G —» im a ist surjektiv, mehr dazu spéter.

Wir moéchten herausfinden, unter welchen Bedingungen fiir ein Ideal I einer Hopfalge-

bra A der Quotient A/I eine von A induzierte Hopfalgebrastruktur tragt.

(i) Die Koeinheit u: A — k soll durch A/I faktorisieren, d.h. keru D 1.

(ii) Die Koinverse i: A — A soll eine Koinverse fiir A/I induzieren, d.h. die Kom-
position A —— A — A/I soll durch A/I faktorisieren. Es soll also i(I) C I
gelten.

(iii) Die Komultiplikation ¢: A — A ®j A soll eine Komultiplikation fiir A/I induzie-
ren, d.h. die Komposition A —— A ®; A — A/I @ A/I soll durch A/T faktori-
sieren. Es soll also ¢(I) Ckermr @ m = AR I+ I ® A gelten.

Definition 21. Sei A eine Hopfalgebra iiber k. Dann heifit ein Ideal I von A ein Hopf-
Ideal, falls I C keru, i(/) CIund ¢(I) CI® A+ A®I.

Ist I ein Hopf-Ideal von A, so triagt A/I eine von A induzierte Hopfalgebrenstruktur
und die Projektion A — A/I ist ein Morphismus von Hopfalgebren.

Lemma 22. Sei p: B— A ein Morphismus von Hopfalgebren. Dann ist I = ker ¢ ein
Hopf-Ideal von B und ¢ induziert einen Isomorphismus p: B/ker o 2 im .

Beweis. Man hat ein kommutatives Diagramm

iB
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woraus folgt, dass ip(ker ) C ker ¢, und ein kommutatives Diagramm

B—"—— 4

CB CA

\/

B) @, o(B

woraus folgt, dass cp(kerp) C kerp ® ¢ = kerp @ B + B ® ker ¢. Daher ist ker ¢
ein Hopf-Ideal. Der induzierte k-Algebrenisomorphismus @: B/ker o — im ¢ ist ein
(Iso-)Morphismus von Hopfalgebren, denn das Diagramm

B B/ker ¢ d img A
cp CB /ker ¢ Cim ¢ CA
B®y B B /ker ¢ @), B/ker ¢ im ¢ ®j ime A®y A,

kommutiert, da das linke, das rechte und das duflere Rechteck kommutieren und der
Homomorphismus B —» B/ker ¢ surjektiv und im ¢ ®im ¢ — A®y A injektiv ist. [

Proposition 23. Sei G eine algebraische k-Gruppe.
(i) Fir jede Untergruppe H von G mit Inklusion v: H — G ist I(H) = ker /* C k[G]
ein Hopf-Ideal. Es ist also

I(H) = {t € k[G] = Nat(V o G,A}): tr(h) = 0 fir alle h € H(R)}.
(ii) Fir jedes Hopf-Ideal I von k[G] ist der Funktor

G(I): k-Alg — Grp
R— {9 € G(R): tr(g) =0 fir allet € I'}

eine Untergruppe von G, dargestellt durch k[G]/I.
(iii) Die Zuordnungen

{ Untergruppen von G} ——— {Hopf-Ideale von k|G]}

H——I(H)
GI) ——1I

sind invers zuetnander, insbesondere bijektiv.

18
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Beweis. Teil (i) folgt aus Lemma 22. Fiir Teil (ii) ist k[G]/I eine Hopfalgebra und
k[G] — k[G]/I ein Hopfalgebrenhomomorphismus. Ausserdem ist G(I) durch k[G]/I
dargestellt ist. Namlich gilt

Homy (k[G]/I,R) = {g € G(R): tr(g9) = ar(g)(t) =0firt e I} =
= G(I)(R),

wobei ap der kanonische Isomorphismus G(R) — Homyg(k[G], R) sei, und diese Bi-
jektion ist natiirlich in R. Also ist G(I) eine algebraische k-Gruppe. Unter dem dar-
aus resultierenden Isomorphismus k[G(I)] = k[G]/I entspricht der von der Inklusion
G(I) — @G induzierte k-Algebren Homomorphismus k[G] — k[G(I)] der Projektion
k|G| — k[G]/I, welche surjektiv ist. Also ist G(I) eine Untergruppe von G.

In Teil (iii) entspricht G(I) — G dem k-Algebrenhomomorphismus k[G] —» k[G]/I
mit Kern I. Also ist I(G(I)) = I. Umgekehrt ist

G(I(H))(R) = {g € G(R): ar(g)(t) = talg) = 0 fiir alle ¢ € I(H)} =
={9€ G(R): keragr(g) DI(H) =ker/} =
={g € G(R): ar(g) faktorisiert durch :*} = H(R),

denn es gibt ein kommutatives Diagramm

(ag)r

G(R) Homy,(K[G], R)
h——hou*
H(R) —— Homy(k{H], R) O

Beispiel. Fiir eine algebraische k-Gruppe G ist I = ker(u: k[G] — k) ein Hopf-Ideal
und entspricht der trivialen Untergruppe von G. Man nennt I das Augmentationsideal
von k[G].

Ist a: H — G ein Morphismus von algebraischen k-Gruppen, so entspricht das Hopf-
Ideal ker(a*: k[G] — k[H]) C k[G] dem Bild ima von a: H — G.

Ist I = I(H') das einer Untergruppe H' C G entsprechende Hopf-Ideal und ist
a: H — G ein Morphismus von algebraischen k-Gruppen, so ist a*(I)k[H] C k[H]
das Hopf-Ideal, welches dem Urbild a~!(H’) C H entspricht.

1.4. Restriktion und Weil-Restriktion

Jetzt sei k wieder ein beliebiger Ring und & — k&’ ein Ringhomomorphismus. Ziel
der Restriktion ist ein Funktor k-Grp — k’-Grp und der Korestriktion ein Funktor
kK'-Grp — k-Grp.
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Definition 24. Sei G eine k-Gruppe und k¥ — k' ein Ringhomomorphismus. Dann
heifit der &’-Gruppenfunktor

Gy : K-Alg Grp,
R — G(R)
v |G
S G(S),

wobei R’ mittels kK — k' — R’ als k-Algebra betrachtet wird, die Restriktion von G
beziiglich k — &'.

Lemma 25. Ist G eine algebraische k-Gruppe, so ist Gy eine algebraische k'-Gruppe,
dargestellt durch k|G| ®y k.

Beweis. Es gibt eine natiirliche Bijektion
Homy_p1g(k[G] ®1 k', R') = Homya1g(k[G], R') = Gy (R')

wobei R’ mittels k — k' — R’ als k-Algebra betrachtet wird. Auerdem ist k[G] ® k'
endlich erzeugt iiber k', wenn k[G] endlich erzeugt tiber k ist. O

Beispiel. Sei G, die multiplikative Gruppe iiber Z, k ein Ring und a € k. Wir hatten
eine k-Gruppe N(® mit

N(R) = {u+vz e R® Rx:u® —v?a =1}

definiert. Dann sind fiir jeden Ringhomomorphismus k& — &’ mit 2, € (k')*, so dass

a in k' ein Quadrat ist, die algebraischen k’-Gruppen G,, j» und N, (,a)

zeigen wir wie folgt:
Sei A € k' mit A2 = a € (K')*. Dann sind fiir jede k’-Algebra R die Abbildungen

isomorph. Dies

R* = Gy (R) N(R) = N@(R)

. 7“+r’1 r—r—1
T 7t 7

U+ VN ——u+ovx

wohldefinierte Gruppenhomomorphismen, die invers zueinander und natiirlich in R sind.
Es folgt, dass Gy, 1 = N,Efl).

Speziell heiBt fiir k = R und a = —1 aus naheliegenden Griinden N(® die Kreisgruppe.
Uber C werden also N(®(R) = S' und R* isomorph. Aber iiber R sind natiirlich S
und R* nicht isomorph.
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Definition 26. Sei G’ ein k’-Gruppenfunktor und ¥ — k’ ein Ringhomomorphismus.
Dann heifit der k-Gruppenfunktor

Ry i(G'): k-Alg Grp,
R—— G' (R k)
/| | & (seidy)
S G'(S @ K)

die Korestriktion oder Weil-Restriktion von G’ beziiglich dem Ringhomomorphismus
k—s K.

Beispiel. Sei G' = G,, iiber k' = k[X]/(X? — a) = k @ kz fiir einen Ring k und ein
a € k. Dann ist R ®;, k' = R & Rz beziiglich des kanonischen Ringhomomorphismus
k — k" und Ry(G") ist isomorph zu G aus Abschnitt I.1.

Lemma 27. Sei G’ eine algebraische k'-Gruppe und k — k' ein Ringhomomorphismus.
Ist k' als k-Modul frei von endlichem Rang, so ist Rk/‘k(G’) eine algebraische k-Gruppe.

Beweis. Sei eq,...,e, eine Basis von k' als k-Modul. Wahle ein Ideal I mit einem Iso-
morphismus ¥'[G'] = K'[X1,..., X,;,]/I. Seien Yfi(] ) unabhéingige Variablen iiber k fiir
1<i<mund 1< 5 <n. Fir p € I substituiere X; mit Ej YZ-(])ej und schreibe

p(X1, .. Xm) =Y pYe
mit p, ... p™ € k[Y;(j)]. Sei nun R eine k-Algebra. Da k' frei als k-Modul ist, ist

R @, k' frei als R-Modul mit Basis 1 ® e1,...,1 ® e,. Wir schreiben &; = 1 ® ¢;. Fir
(1, .., 2m) € (R k)™ ist

7j=1
mit yl(j ) € R und mit p € I ist genau dann
n
p(x17 ] xm) = pr)(m17 e 7$m)é€ = 07
(=1
wenn p(z1, ..., 2,) = 0 fir alle £. Daher ist

Ry k(G')(R) = G'(R®y k') = Homy (K'[G'], Ry k') =
> {(21,...,2m) € (RO K)™: p(z1,...,2m) =0 firallep € [}
~fye(Rep k)™ pO(y)=0firallepe I und 1 < £ < n} =
~ Homy. Al (km(”] JpO:pel 1< t<n), R) .

21



I. Die Kategorie der (affinen) algebraischen Gruppen

Also ist Ry (G') dargestellt durch eine endlich erzeugte k-Algebra, d.h. Ry (G’) ist
eine algebraische k-Gruppe. O

Proposition 28. Sei k — k' ein Ringhomomorphismus, so dass k' als k-Modul frei
von endlichem Rang ist. Sei H eine algebraische k-Gruppe und G’ eine algebraische
k' -Gruppe. Dann existiert eine kanonische Bijektion

HOI’H(H, Rkl‘k(G/)) L I’IOIII(I{]Q/7 G,>

Beweis. Sei a: H — Ry|(G’) ein Morphismus von algebraischen k-Gruppen. Dann
definieren wir einen Morphismus a': Hy, — G’ von algebraischen k’-Gruppen wie folgt.
Fiir jede k’-Algebra R’ definieren wir einen Gruppenhomomorphismus

G'(m)

ap/
dp: Hy(R) = H(R') == Ry (G")(R) G'(R')
mit dem k’-Algebrenhomomorphismus m: R’ @i k' — R’ mit m(r’ ® \) = r’A. Dies
definiert eine natiirliche Transformation Hj — G’, denn a ist eine natiirliche Transfor-
mation und

R ) % r
f®idy f!
S’ R % S’

m

kommutiert, wenn f’ ein Homomorphismus von k’-Algebren ist. Dies definiert die Abbil-
dung HOHl(H, Rk’\k(G/)) — HOHl(Hk/, G/)

Umgekehrt sei b’ : Hy — G’ ein Morphismus von algebraischen k’-Gruppen. Definiere
fiir jede k-Algebra R einen Gruppenhomomorphismus

V.o,
br: H(R) " H(R ey K) " G'(R @y K') = Ryp(C')(R)

mit der natiirlichen Inklusion ¢:: R — R®y k' von R in R®}k'. Dies definiert einen Mor-
phismus H — Ry, x(G") von algebraischen k-Gruppen und wir erhalten eine Abbildung
HOHl(Hk/, G/) — }IOIH(.FI7 Rkllk(G/))

Es bleibt nachzurechnen, dass diese beiden Abbildungen invers zueinander sind. Wir
bemerken zuerst, dass fiir jede k’-Algebra R der Homomorphismus

mov: R — R @ k' — R’

die Identitdt idps ist. Wird 0': Hp — G’ dem Morphismus a: H — Ry (G") zuge-
ordnet, ist in obiger Notation zu zeigen, dass b’ = d’. Es gilt aber

apr = G'(m) oap = G'(m) o bpg, 4 © H(1) = bpr o H(m) o H(1) = b
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wegen der Natiirlichkeit von b'.
Umgekehrt sei a: H — Ry (G') und o’ werde b: H — Ry (G’) zugeordnet. Es ist
zu zeigen, dass a = b. Es gilt

br = dpg, w0 H(1) = G'(m) 0 apg, o H(t) = G'(m) 0 G'(t) o ar = ap
wegen der Natiirlichkeit von a. O

Bemerkung. In kategorieller Sprache bedeutet Proposition 28, dass die Funktoren
(—)g: k-Grp — K'-Grp und R i : k'-Grp — k-Grp zueinander adjungiert sind.

Ubung.
(i) Seien k — k' — k” Ringhomomorphismen und G” ein k”-Gruppenfunktor. Dann
ist Rk”|k(G”) = Rk’|k ¢} Rk”|k”(G//)'
(ii) Seien k — k' und k — K Ringhomomorphismen und G’ ein k’-Gruppenfunktor.
Dann ist (Rkllk(G,))K = RK®kk"\K(GIK®kk/)'
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Il. Elementare Eigenschaften und Konstruktionen

11.1. Kommutativitat und Normalitat

Definition 29. Sei G ein k—Gruppenfunktor. Wir nennen G kommutativ, wenn alle
Gruppen G(R) mit R € k-Alg kommutativ sind.

Lemma 30. Eine algebraische k—-Gruppe G ist genau dann kommutativ, wenn k[G]
kokommutativ ist, d.h. switch o ¢ = ¢ in k[G] gilt.

Beweis. Es entspricht switch o ¢: k[G] — k[G] ®j k[G] der natiirlichen Transformation
(VoG) x (VoG)— VoG mit (g,h) — hg. Also gilt switch o ¢ = ¢ genau dann, wenn
fir alle R € k-Alg und g,h € G(R) gilt gh = hg, d.h. G kommutativ ist. O

Definition 31. Sei G ein k—Gruppenfunktor und H ein Untergruppenfunktor. Dann
heifit H zentral (bzw. normal) in G, falls H(R) zentral (bzw. normal) in G(R) ist fiir
alle R € k-Alg.

Ein zentraler Untergruppenfunktor ist auch normal. Der Kern ker a eines Morphismus
a: G — H von k-Gruppenfunktoren ist ein normaler Untergruppenfunktor.

Wir fithren folgende Notation ein. Ist f: R — S ein k—Algebrenhomomorphismus und
G ein k—Gruppenfunktor, so schreiben wir verkiirzend gg fiir G(f)(g), wenn g € G(R).

Definition 32. Sei G ein k—Gruppenfunktor und H ein Untergruppenfunktor von G.
Wir definieren Untergruppenfunktoren

Za(H): k-Alg Grp,
R——{g € G(R): VS € R-Alg¥h € H(S). gsh = hgs}

den Zentralisator von H in G, und

Ng(H): k-Alg Grp,
R+——{g € G(R): VS € R-AlgVh € H(S). gshgs' € H(S)}

den Normalisator von H in G.

Speziell nennen wir Z(G) := Zg(G) das Zentrum von G. Es ist Zg(H) C Ng(H). Be-
achte, dass Zg(H)(R) und Ng(H)(R) tatséchlich Untergruppen von G(R) sind und dass
fiir jeden k—Algebrenhomomorphismus f: R — S gilt G(f)(Za(H)(R)) C Zg(H)(S)
und G(f)(Ng(H)(R)) C Ng(H)(S). Daher sind Zg(H) und Ng(H) tatsichlich k-Grup-
penfunktoren.

Lemma 33. Sei H ein Untergruppenfunktor eines k—Gruppenfunktors G.
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(i) Der Untergruppenfunktor H ist genau dann zentral in G, wenn H C Z(G), und
genau dann normal in G, wenn G = Ng(H).
(ii) Der k—Gruppenfunktor G ist genau dann kommutativ, wenn Z(G) = G.
(iii) Fiir jeden Homomorphismus k — k' gilt Zg(H )y = Za,, (Hy), Z(G)y = Z(Gy)
und Ng(H)k/ = NGk’ (Hkl)
Beweis. Genau dann ist H(R) C Z(G)(R) fur alle R € k-Alg, wenn fir alle R € k-Alg
und S € R-Alg und alle g € G(S) und h € H(R) gilt, dass hgg = ghg. Insbesondere
gilt dann hg = gh fir alle R € k-Alg und alle g € G(R) und h € H(R), d.h. H(R) ist
zentral in G(R). Die umgekehrte Implikation gilt auch, d.h. H ist zentral in G genau
dann, wenn H C Z(G). Analog folgt die Aussage iiber Ng(H) und (ii).
Fiir (iii) sei R’ eine k'~Algebra. Dann ist
Zo(H)w(R) =Zc(H)(R') =
={g9€ G(R): VS € R-AlgVh € H(S) gsh = hgs} =
={g e Gk/(R/): VS € R-AlgVh € Hy:(S) gsh = hgs} =
=Zg,, (Hy)(R').

Analog folgen die beiden anderen Gleichungen. O
Ab jetzt sei k wieder ein Korper.

Proposition 34. Sei G eine algebraische k—Gruppe und H eine Untergruppe. Dann ist
der Zentralisator Zg(H) eine Untergruppe von G. Insbesondere ist das Zentrum Z(Q)
eine Untergruppe.

Beweis. Sei A = k[G], B = k[H] und m = *: A —» B mit der Inklusion ¢t: H — G.
Sei p: A — A ®p A der k—Algebrenhomomorphismus, welcher der natiirlichen Trans-
formation Vo G x Vo G — V o G mit (h,g) — g~ 'hg entspricht. Wir zeigen zuerst:
Ist g € Za(H)(R), so kommutiert

©

B ®y, A/ker ag(g).

A AR A

i

—~
*
~—

Da idp ® ar(g): B®y A/ker ar(g) — B ®j R injektiv ist (da k ein Korper ist), geniigt
es zu zeigen, dass

A P

AR A
T®ar(g)

B, R

L1107
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II. Elementare Eigenschaften und Konstruktionen

kommutiert. Es gilt 7 ® ar(g) = (11 o, 120 ar(g)) = (11 o 7, as(gs)) mit S := B Q R.
Sei h € H(S) C G(S) mit ag(h) = 1; o 7. Dann folgt aus gg'hgs = h € H(S) die
Beziehung (7 ® agr(g)) o ¢ = (as(h), as(gs)) o ¢ = as(gg'hgs) = t1 o7 und daraus die
Kommutativitit von (x).

Umgekehrt zeigen wir, dass fiir ein Ideal I C A mit einem kommutativen Diagramm

A A®r A

ren! ()

B &, A/l

L1o7

gilt, dass fiur alle ¢ € G(R) und R € k-Alg bereits g € Zg(H)(R) gilt, wenn I C
ker ag(g). Zum Beweis sei also g € G(R) mit I C keragr(g) und S € R-Alg, gegeben
durch einen Ringhomomorphismus e: R — S. Weiter sei h € H(S). Zu zeigen ist
dann gg'hgs = h oder dquivalent (ag(h), as(gs)) o ¢ = as(gg'hgs) = as(h). Sei nun
B: B— S ein k—Algebrenhomomorphismus mit ag(h) = 5 o w. Wir erhalten folgendes
kommutatives Diagramm:

A—F Ao A" By, AJI
Wg)
B®r R
(50
S

T®ar(g)

(Bom,eoar(g))=
=(as(h),as(gs))

Also folgt die Behauptung.

Ein Ideal I erfiillt genau dann (#*), wenn m(a) ® 1 — 7 ® id4 o¢(a) fiir alle a € A in
B ®g I liegt. Somit ist der Durchschnitt (; I; von Idealen I;, welche (xx) erfiillen, wieder
ein solches, denn (;(B ® I;) = B ®j (; I;). Die nichttrivale Inklusion C in dieser
Gleichung folgt daraus, dass sich jedes Element x € B ®; A bzgl. einer fest gewédhlten
Basis (b;)icr, von B als Y, by ®j a; mit eindeutig bestimmten a; € A schreiben lasst.
Selbes gilt mit A ersetzt durch I;. Liegt x € B ®y, I;, so sind also alle a; € I;

Daher erfiillt auch

I= ﬂ ker ar(g)

9€Zc(H)(R)
Rek-Alg

(#x) und es folgt
Za(H)(R) = {g € G(R): I C keran(g)},
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Da Zg(H) ein Untergruppenfunktor von G ist, ist I ein Hopfideal von A = k[G], denn
Zq(H) ist dargestellt durch A/I und die Untergruppenstruktur von Z¢ (H) induziert eine
Hopf-Algebrastruktur auf A/I, so dass A — A/I ein Hopf-Algebrenhomomorphismus
ist. Also ist Zg(H) = G(I) eine Untergruppe von G. O

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Proposition 34 ist auch Ng(H) eine Un-
tergruppe von G. Den (deutlich aufwendigeren) Beweis findet man in Milnes Skript in
Kapitel V.6 und VI.6.

Beispiel. Es ist Z(GL,)(R) die Untergruppe der Matrizen von der Form rI, mit der
Einheitsmatrix I,,, also Z(GL;,) = Gy, und Z(SL,,) = Z(GL,) NSL,,, d.h. Z(SL,,)(R) ist
die Untergruppe der Matrizen rI,, mit ™ = 1, also ist Z(SL,) = uy, der Gruppe der
n—ten Einheitswurzeln.

Sei D, = G}, die Untergruppe von GL,, aller Diagonalmatrizen mit invertierbaren
Eintrédgen. Dann ist Zgr,(Dy) = D, — man sagt D,, ist selbstzentralisierend — und
ZSLn(Dn N SLn) = D, NSL,.

Beweis. Klar sind Z(GL,) D> Gy, Z(SL,) D Z(GL,) N SL,, Z¢L,(Dn) D D, und
Zst.,(DnNSLy,) D D, NSL,. Fiir A = (a;;) € GL,(R), R € k-Alg, und E@) = (68 )im,
E'W) = 1 4+ EW ¢ SL,(R) fir i # j gilt AE'W) = E'J)A genau dann, wenn
AEW) = FU) A, Das ist genau dann der Fall, wenn alle Eintriige von A auBerhalb der
Diagonalen verschwinden und a;; = a;; fiir alle 4 und j gilt. Das heifit, ist A € Z(GLy,)(R),
so ist A = al,, mit a € R*, bzw. ist A € Z(SL,), so ist A = al, mit " = 1. Daher ist
Z(GL,,) = G, und Z(SL,,) = Z(GL,) N SL,, = pin.

Ist R € k-Alg, R 75 0, so gilt (a,-j)D = (tja,-j) und D(aij) = (tiai]’), wenn D die Dia-
gonalmatrix mit Diagonaleintrdgen t1,...,t, ist. Finden wir also eine Ringerweiterung
R C Sund ty,...,t, € 8%, so dass t; — t; fiir i # j ein Nichtnullteiler ist, so folgt dass
ZcL,(Dpn)(R) C Dy(R). Gilt zusétzlich ¢; .. . ¢, = 1, so folgt Zgr,, (D, NSLy)(R) C Dy (R).

Um solch eine Ringerweiterung zu finden, betrachte S = R[T1,. .. ,Tn](Tlan) O R
und setze t; = T;/1 fur ¢ = 1,...,n — 1 und ¢, = T,/1 im ersten Fall, bzw. ¢, =
1/(Ty...T,—1) im zweiten Fall. Man verifiziert leicht, dass in beiden Féllen t; — t; fur
i # j ein Nichtnullteiler ist. O

Beispiel. Fiir £ = Fy ist ZGL2(D2)(I€) = Dg(k‘) #+ GLQ(]{?) = ZGLg(k)(DZ(k)) wegen
D (k) = {I2}.

In der Gruppentheorie wird die Kommutatoruntergruppe [I',T'] einer Gruppe I' defi-
niert als die von den Kommutatoren [y1,7v2] = 71727, 172_ L ~1, 72 € T, erzeugte Unter-

gruppe. Diese Untergruppe ist normal und I'/[[", T'] ist der grofite abelsche Quotient von
I". Etwas entsprechendes definieren wir fiir allgemeine k—Gruppen.
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Sei G eine algebraische k—Gruppe und A = k[G]. Wir haben k—Algebrenhomomorphis-
men @,: A — A®?" n > 1, welche den natiirlichen Transformationen

(VoG —— VoG
(9155 92n) — [91,92) - - [92n—1, 920)]
entsprechen. Beachte, dass ¢, durch ¢, faktorisiert, denn [g1,92] - [92n—1,92n] =

[91,92] - - [92n—1, 92n][1, 1]. Dann gilt mit I,, == ker ¢,,, dass
L DIy D -
Es gilt i(1,) C I, fiir alle n mit der Koinversen i, da

A" AP 4@ ® ag

| |

AP g, ® - ®ay

i

A

Pn

kommutiert. Aulerdem ist I,, C ker u mit der Koeinheit u, da

A2 gom

U (Uyeeeyw)

k——k

Pn
kommutiert, und ¢(I2,) C I, ® A+ A ® I, fir die Komultiplikation ¢, da

A®2n Ok A®2n ~ A®4n
PRP P2n

A A— A
kommutiert und ker(p ® ¢) = I, ® A+ A® I,, gilt. Also erhalten wir mit I = (,, I, ein
Hopf-Ideal von A.

Definition 35. Wir definieren die Kommutatoruntergruppe |G, G| von G als die Unter-
gruppe G(I) C G, die zu I korrespondiert.

Lemma 36. Die Kommutatoruntergruppe |G, G] ist die kleinste Untergruppe G' C G
mit G'(R) 3 [g1, 92| fir alle g1,g2 € G(R) und R € k-Alg.
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Beweis. Identifiziere ap: G(R) -~ Homg(A, R) mit A = k[G]. Bemerke, dass fiir
(g17 s 79271) € G(R)ZTL gllt ker([glu.QQ] e [9271—179271]) ) In7 da

A Pn A®2n

[91,92]-"[9%1%

kommutiert. Mit R = A%?" und g; = 1;: A — A®?" gilt sogar Gleichheit, denn dann ist
(g1 -, 92n) = idg. Fiir beliebiges R ist also [g1, g2] - - - [g2n—1, 92n] € G(I)(R) = |G, G]|(R)
und ist G’ eine Untergruppe von G, die alle Kommutatoren enthélt, so folgt

(91,--,92n)

R

I(G')={te A: g'(t) =0 fiir alle ¢ € G'(R) und R € k-Alg} C (| I, =1,

n>1
also G’ O [G, G]. O

Korollar 37.

(i) Die Kommutatoruntergruppe |G, G| ist normal.

(ii) Der Kern jedes Morphismus G — A mit A kommutativ enthdlt (G, G].
(iii) Fir jede Untergruppe H C G gilt [H, H] C |G, G].

Beweis. Die Normalitit folgt aus der Formel gng=! = [g,n]n € [G,G](R) fiir alle

n € [G,G](R) und g € G(R). Der Kern von G — A ist eine normale Untergruppe,
die alle Kommutatoren enthélt. Aulerdem enthélt [G, G](R) natiirlich immer alle Kom-
mutatoren von Elementen von H(R). O

Definition 38. Eine algebraische k—Gruppe G heifit aufidsbar, falls ein n > 1 existiert
mit D"G = {1}, wobei D}(G) = [G,G] und D*(G) = [D*1(G), D'~1(Q)] fiir £ > 2.

Beispiel.

(i) Jede kommutative algebraische k—Gruppe ist auflésbar, da D}(G) = {1}.

(ii) Jede Untergruppe H einer auflésbaren k-Gruppe ist auflssbar, denn D'H C D'G.

(iii) Die algebraische k—Gruppe T,,, bestehend aus allen oberen Dreiecksmatrizen aus
GL,,, ist auflésbar, denn definiere die algebraischen k—Gruppen U,,, bestehend aus
den Matrizen aus 7T,,, deren Diagonaleintrige alle 1 sind, und Ur(li), bestehend aus
den Matrizen aus T, mit Diagonaleintrdgen 1, deren erste ¢ Nebendiagonalen 0
sind, wobei U\ = U, und Ui = {1}. Man hat Morphismen a: T,, — G,
und a;: Uy(f) — GZ‘i_l fir 0 < i < n — 2. Dabei bildet a eine Matrix genau auf
ihre Diagonaleintrige ab und a; eine Matrix auf ihre i—te Nebendiagonale. Es folgt
[T, T,] C kera = U, und | S), U,(Li)] C kera; = USY fiir alle i. Insgesamt folgt
DT, c Ui = {1}
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11.2. Dimension und Glattheit

Definition 39. Sie G eine algebraische k—Gruppe. Definiere dim G als die Krulldimen-
sion dim k[G].

Lemma 40 (Noethernormalisierung). Die Dimension dim G ist genau dann n, wenn
ein injektiver und endlicher Morphismus k[X1, ..., X,] < k|G| ezistiert.

Korollar 41.
(i) Sind G und G’ algebraische k—Gruppen, so ist dim G x G’ = dim G + dim G’.
(ii) Ist G eine algebraische k—Gruppe und k'|k eine Erweiterung, so ist dim Gy =
dim G.

Beweis.
(i) Das Tensorprodukt der injektiven endlichen Morphismen k[X;, ..., X,| < k[G]
und k[X7,..., Xp] <— k[G],

K[X1, .. Yom] 2 kX1, ... Xo] @5 kYA, ..., Y] < k[G] @, k[G'] 2 k[G x G,

ist wiederum injektiv und endlich.
(i) Ist k[X1,...,X,] < k[G] injektiv und endlich, so auch

KX, X 2 kX, .., X, @K K < k[G) @1 K = K[G). O

Lemma 42 (Krullscher Hohensatz). Sei A eine nullteilerfreie endlich erzeugte k—Alge-
bra.
(i) Ist a C A ein echtes Ideal, welches durch r Elemente erzeugt ist, so ist die Krull-
dimension dim A/a > dim A — .
(ii) Falls a # 0 und a # A, so ist dim A/a < dim A. Insbesondere ist fir I = (a) mit
a#0,a¢g A*, die Krulldimension dim A/a = dim A — 1.

Beispiel.

(i) Esist dim{1} =0, da dimk = 0.

(ii) Esist dim G, = 1, da k[G,] = k[X].

(iii) Es ist dim GL,, = n?. Das folgt mit k[GL,] = k[X;;, Y]/(Y det(X;;) — 1) aus dem
Krullschen Hohensatz.

(iv) Esist dim SL,, = n? — 1, da k[SLy] = k[X;;]/(det(X;;) — 1).

(v) Esist dim G(® = 2 und dim N(® = 1, da k[G¥)] = k[U,V,W]/(U? = V2a)W —1)
und k[N@)] = k[U,V]/(U? = V3a - 1).

Lemma 43. Fiir eine algebraische k—Gruppe sind dquivalent:
(i) dimG = 0.
(ii) k — k[G] ist endlich.

(iii) dimyg k]G] < 0.
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(iv) G(K) ist endlich fir jede Korpererweiterung K|k.
(v) G(K) ist endlich fir eine algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung K |k.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt sofort aus der Noethernormalisierung.
Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist klar. Zur Implikation (ii)—(iv) bemerke man, dass
G(K) = Homy(k[G], K), und letztere Menge ist endlich, wenn k[G] endlich tiber k ist. Die
Implikation (iv)—(v) ist klar. Zur Implikation (v)—(i) kénnen wir ohne Einschrénkung
k = K annehmen, indem wir G durch G ersetzen. Dann ist G(K) = Homy(k[G], k) in
Bijektion mit den maximalen Idealen von k[G], d.h. k[G] hat nur endlich viele maximale
Ideale my, ..., m, und (); m; = Nil(k¥[G]). Aus dem chinesischen Restsatz folgt dann

[Glaea = KIG)/NiL(HIG)) = ] KIG) fmi 2 7,
=1

d.h. dim G = dim k[G] = dim k[G]req = 0. 0

Definition 44. Wir nennen eine algebraische k—~Gruppe endlich, falls G die dquivalenten
Bedingungen von Lemma 43 erfiillt.

Beispiel. Die Gruppe p,, = ker(G,, Al Gyy,) ist endlich, da klu,] = E[X]/(X™ —1)
als Vektorraum endliche Dimension hat. Alternativ kann man feststellen, dass p,(K) =
{z € K*: 2" = 1} fir jede Korpererweiterung K|k endlich ist.

Definition 45. Eine algebraische k~Gruppe G heifit glatt, falls K[Gk| = k[G] ® K fiir
jede Korpererweiterung K|k reduziert ist.

Beispiel. Die Gruppen G,, G,,, GL,, und SL,, sind glatt, weil die k—Algebren K|[X],
K[X, XY, K[X;j,det™!] und K[X;;]/(det(X;;) — 1) nullteilerfrei, also insbesondere re-
duziert, sind.

Die Gruppe p, ist genau dann glatt als algebraische Gruppe tber k, falls char(k) =0
oder char(k) = p t n, denn Klu,] = K[X]/(X™ —1) ist genau dann reduziert, wenn
(X™ —1) ein Radikalideal ist, was genau dann der Fall ist, wenn f = X" — 1 quadratfrei
ist. Ist char(k) = p und n = pr fiir ein r € N, so ist f = (X" — 1)P nicht quadratfrei.
Ansonsten ist ggT(X™ — 1,nX" ') = 1 und es folgt, dass f in einem algebraischen
Abschluss keine mehrfachen Nullstellen hat, also insbesondere quadratfrei ist.

Sei k = F,(t) und G = ker(¢), wobei ¢: G2 — G, durch (x,y) — 2P — tyP gegeben
ist. Dann ist k[G] = k[X,Y]/(XP —tYP) reduziert. Jedoch ist G nicht glatt, da fiir
K = k({/t) = F,(¥t) die darstellende Algebra K[Gx] = K[X,Y]/((X — ¥/tY)P) nicht

reduziert ist.

Bemerkung. In Charakteristik 0 sind alle algebraischen Gruppen glatt. Das ist das
Theorem von Cartier, siehe Milne, Theorem 9.3.
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Definition 46. Sei G eine algebraische k—-Gruppe. Sei k[e] = k[X]/(X?) = k @ ke
und k: k[e] — k durch k() = 0 definiert. Definiere die zu G gehorige Lie-Algebra
Lie(G) = ker G(k), wobei G(k): G(k[e]) — G(k) der von k induzierte Morphismus ist.

Sei I = ker(u) das Augmentationsideal, d.h. der Kern der Koeinheit u. Jedes Element
g € Lie(GQ) induziert eine k-lineare Abbildung I — kerx = k, denn die Relation
g € Lie(G) C G(k[e]) = Homy(k[G], k[¢]) bedeutet, dass

kommutiert. AuBerdem ist g(ab) = g(a)g(b) = 0 fiir a,b € Ig, d.h. g(IZ) = 0, und wir
erhalten eine eindeutige Faktorisierung

Ig —— kerk.

e

I/ 1%,

Lemma 47. Die Abbildung ¢: Lie(G) — Homy(Ig/I2, ker k) = (I /1%)* ist bijektiv.

Beweis. Wir konstruieren eine Inverse wie folgt. Sei h: I/I% — ker k k-linear. Definie-
re eine Abbildung ¢y, : k[G] — k[e] durch ¢, (x) = u(x) 4+ h(x — u(x)). Diese Abbildung
ist k-linear und sogar ein k—Algebrenhomomorphismus, entspricht also einem Element
von G(kle]), denn

Yn(ry) =

)+ h( )
zy) + h(zy —u(z)uly) — (v — u(@))(y - uly))) =
)+ h( ) + u(y)(z — u(z)))
u(y)) + uyh(z —u(@) + h(z —u(2))h(y — uly)) =
= (u(z) + h(z —u(x)))(uly) + h(y —u(y))) = Yn(@)Pn(y)-

AuBlerdem ist ko, = u, also ¢, € Lie(G). Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung
Y: Homy(Ig /1%, ker k) — Lie(G) invers zu ¢ ist. O

S
-
<

|
e
=S

Mittels des Isomorphismus ¢ erhalten wir auf Lie(G) die Struktur eines k—Vektorraums.
Explizit gilt fiir g, ¢’ € Lie(G), dass (g + ¢')(z) = g(z) + ¢'(z) —u(x) und ¢c- g = A\co g
fir ¢ € k, wobei A, der k—Algebrenhomomorphismus mit A\.(¢) = ce ist. In der Folge
verstehen wir Lie(G) immer als k—Vektorraum.
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Beispiel.
(i) Esist Lie({1}) = 0.
(ii) Es ist Lie(G,) = ker(kle] — k) = ke = k.
(iii) Es ist Lie(G,,) = ker(k[e]* — k*) = {1+ be: b€ k} = k.

Korollar 48. Der k—Vektorraum Lie(G) ist endlich dimensional.

Beweis. Das Ideal I¢ ist ein endlich erzeugter k[G]-Modul, also ist I/I% ein endlich
erzeugter k[G]/Ig—Modul. Wegen k[G]/I¢ = k ist also I¢/I% ein endlich dimensionaler
k—Vektorraum und damit auch Lie(G) & (Ig/I2)*. O

Sei a: G — H ein Morphismus von algebraischen k—Gruppen. Dann haben wir ein
kommutatives Diagramm

G(kle]) —E H(k[))
G(k) H(k)
G(k) —5— H(k)

und damit eine Abbildung da: Lie(G) — Lie(H) mit da(g) = ays(9)-

Lemma 49.
(i) Die Abbildung da: Lie(G) — Lie(H) ist linear.
(i) Ist a*: k[H] — E[G] surjektiv, so ist da injektiv. Ist a: G — H die Inklusion ei-
ner Untergruppe, so identifiziert da: Lie(G) — Lie(H) den k—Vektorraum Lie(G)
mit dem Unterraum Lie(H) N G(k[e]).

Beweis.
(i) Es gilt
(da(g) +da(¢'))(z) = da(g)(x) + da(¢')(x) — un(z) =
=g(a*(z)) + ¢'(a”(2)) — ug(a™(z)) =
= (9 +9)(a"(z)) = da(g + ¢')(x)
und

da(c-g) =da(A.og) =Acogoa® = A.oda(g) = c¢-da(g)

fir g,¢' € Lie(G) C G(k[e]) = Homg (k[G], k[¢]) und ¢ € k.
(ii) Wegen da(g) = g o a* folgt mit der Surjektivitdt von a* aus da(g) = da(g’), dass
g=4d. O
Bemerkung. Der k—Vektorraum Lie(G) triagt eine Lie-Algebrastruktur, d.h. eine bi-
lineare Abbildung [—, —]: Lie(G) x Lie(G) — Lie(G) mit [z,2] = 0 und der Jacobi-
Identitdt [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [#, [, y]] = 0, und da: Lie(G) — Lie(H) ist ein Homo-
morphismus von Lie-Algebren. Wir werden diese Lie—Algebrastruktur nicht verwenden.
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Man kann zeigen, dass die Addition auf Lie(G) von der Multiplikation auf G(kle])
induziert ist.

Beispiel.

(i) Es gilt Lie(GL,) = M,,(k), denn A+ Be € ker(GL,,(k[e]) — GL,,(k)) heiit genau,
dass A = 1, und fir jedes B € M, (k) ist 1 + Be wegen (1 + Be)(1 — Be) = 1
invertierbar. Die Lie-Algebrastruktur auf Lie(G) = M, (k) ist gegeben durch den
Kommutator des Matrizenrings.

(ii) Esist Lie(SL,) = {1 + Be € Lie(GLy,): det(1 + Be) = 1}. Aber wegen &2 = 0 gilt
det(1 + Be) = 1+ tr(B)e, d.h.

Lie(SLy,) = {1 + Be € Lie(GLy,): tr(B) = 0} = ker(tr) C M, (k).

(iii) Es gilt
Lie(O,) = {1 + Be € Lie(GL,): (1 + Be)' (1 + Be) = 1}.
Aber (1+Be)? (14 Be) = 1+(BT +B)e, also ist Lie(O,,) gerade der k- Vektorraum
der schiefsymmetrischen Matrizen.
(iv) Es gilt
Lie(un) = {1 + be € Lie(Gp,): (1 +be)™ =1+ nbe = 1}.

Man erhélt also

0 char(k) = 0 oder char(k) =p{n
Lie(G,,) 2 k sonst

Lie(pn) = {

Lemma 50.
(i) Seiena: H— G, d': H — G Morphismen von algebraischen k—Gruppen. Dann
ist Lie(H xg H') = Lie(H) Xp4e(q) Lie(H').
Speziell gilt also immer Lie(H x H') = Lie(H) x Lie(H'), Lie(ker a) = ker da und
Lie(H N H') = Lie(H) N Lie(H").
(ii) Fir jede Korpererweiterung k'|k ist Lie(Gy) = Lie(G) ®g k' als k' —Vektorraum.
(iii) Fir jede endliche Korpererweiterung k'|k und jede algebraische k'-Gruppe k ist
Lie(Ryx(G")) = Lie(G") als k—Vektorraum.

Beweis.
(i) Esist
Lie(H xg H') = ker((H x¢ H')(k[e]) — (H xg H')(k)) =
= ker(H (k[e]) X)) H' (kle]) — H(k) Xy H' (k) =
= {(z,2') € Lie(H) x Lie(H'): da(z) = dd'(z')} =
= Lie(H) XLie(G) Lie(H').
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(ii) Es ist nach Lemma 47

Lie(Gy) = (Ig,, /1Z,,)*
und

Lie(G) @ k' = (Ig/1¢)" @ k' = (Ig 1 K /(TE @1 k)"

Aber es gilt I, = kerug,, = kerug ® idpy = (kerug) @ k' = Ig ® k' und
Iék/ = (Ig ®, k')? = IZ @y, k'. Daher folgt die Aussage.
(iii) Es gilt
Lie(Ry1(G")) = ker(Ry 1 (G") (k[e]) — Ry (G7) (K))
= ker(G/(k[E] Rk k/) — Gl(k Qk k’/)) =
=~ Lie(G'). O

Definition 51. Ein lokaler Ring (R, m) heifit reguldr, falls R noethersch ist und die
Krulldimension dim R von R genau dim,,(y,) m/ m? ist.

Proposition 52. Sei G eine algebraische k—Gruppe und K|k eine algebraisch abgeschlos-
sene Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) G ist glatt.
(ii) K[Gk] = k[G] @k K ist reduziert.
(iii) K[Gk|m ist ein reguldrer lokaler Ring fir jedes mazimale Ideal m C K[Gk].
(iv) K[Gkl|m ist ein reguldrer lokaler Ring fir m = Ig,. .
(v) dim G = dimy, Lie(G).

Fir den Beweis von Proposition 52 brauchen wir ein Lemma, sowie folgende zwei
Tatsachen aus der kommutativen Algebra:
(i) Jeder reguldre lokale Ring R ist ein Integritdtsring und insbesondere reduziert.
(ii) Ist A # 0 eine reduzierte, endlich erzeugte K—Algebra fiir einen algebraisch abge-
schlossenen Korper K, so existiert ein maximales Ideal m C A, so dass Ay, reguldr
ist.

Lemma 53. Sei G eine algebraische K—-Gruppe fiir einen algebraisch abgeschlossenen
Kérper K. Dann gilt:
(i) Autg(K[G]) operiert transitiv auf Max(K[G]).

(ii) Alle Lokalisierungen K[Glwm an mazimalen Idealen m sind isomorph.
Beweis. Da K algebraisch abgeschlossen ist, haben wir eine Bijektion
G(K) =2 Homg (K[G], K) = Max(K|[G])

unter der 1 € G(K) dem Augmentationsideal I entspricht. Sei m € Max(K[G]) und
g € G(K) das entsprechende Gruppenelement, d.h.

m =kerag(g) = {t € K[G]: tx(g) = 0}.
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Die natiirliche Transformation ¢¢: V o G — V o G mit ({4)g(h) = grh auf R-Punkten
entspricht dem K-Algebrenhomomorphismus ¢g: K[G] — K[G] mit ¢4(t)r(h) =
tr(grh) auf R—Punkten. Dann ist

07 (I6) = {t € K[G): tx(g) = 0} = m.

Aber /, ist invertierbar, also ¢4 ein Automorphismus.
Der zweite Teil des Lemmas folgt sofort aus der universellen Eigenschaft der Lokali-
sierung. 0

Korollar 54. Sei G eine algebraische k—Gruppe und K|k eine algebraisch abgeschlossene
Kérpererweiterung. Dann gilt
(i) dim G = dim K [G k| fiir jedes mazimale Ideal m C K[G].
(i) dimG < dimy Lie(G) mit Gleichheit genau dann, wenn K[Gkli, — ein regulirer
lokaler Ring ist.

Beweis. Die Aussage (i) folgt aus Lemma 53, der Tatsache dim R = SUPmeMax(r) M R
und dim G = dim Gg. Fir (i) bemerkt man

dim G = dim K[Gxlr,, < dimg I, /1&, = dimg Lie(Gg) = dimg, Lie(G)
mit Gleichheit genau dann, wenn K|[Gk|i,, reguldr ist. O

Beweis von Proposition 52.
(i—ii) Klar.
(iiiiiv»iv) Ist K[G k] reduziert, so gibt es wie oben bemerkt ein maximales Ideal m C K[G k],
so dass K[Gx]m regulér ist. Wegen Lemma 53 ist das dquivalent zu (iii) und (iv).
(iii—ii) Ist K[Gg|m reguldr fiir alle maximalen Ideale m C Max(K[G]), so ist K[Gk|m
reduziert fur alle m. Also ist auch K[Gk] reduziert, denn fiir jeden Ring R ist der
kanonische Homomorphismus
R[] Ru
meMax(R)
injektiv.
(ive»v) Folgt aus Korollar 54
(v—i) Sei k'|k eine Korpererweiterung. Wéhle eine algebraisch abgeschlossene Korperer-
weiterung K |k’. Wegen (ii<»v) folgt, dass k[G] ®y K reduziert ist, also ist das wegen
k[G] @k k' C k[G] @k K auch k'[G]. O

Beispiel. Sei char k # 2. Dann ist O,, glatt und dim O,, = n(n —1)/2, denn

Lie(0,) = {A € M,,(k): A+ AT =0}
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hat Dimension n(n — 1)/2 tber k. Es geniigt also zu zeigen, dass dim O,, > n(n — 1)/2.
Es gilt
k[Xij]

k[O,] = .
O (Y1 XieXim = 0 : 0 <€ <m < n)

Das Ideal hat n(n + 1)/2 Erzeugende und aus dem Krullschen Hohensatz folgt dann fiir
die Dimension dim O, > n? —n(n+1)/2 =n(n—1)/2.

Korollar 55. Sind G und G’ glatt, so auch G x G'.

Beweis. Sind G und G’ glatt, so folgt dim G = dimy, Lie(G) und dim G’ = dimy, Lie(G’),
also dim G x G’ = dim G 4 dim G’ = dimy, Lie(G) x Lie(G’) = dimy, Lie(G x G'). Also ist
G x G’ glatt. O

11.3. Exaktheit und Quotienten

Definition 56. Ein Morphismus a: G — H von k—Gruppen heif3t
(i) injektiv, falls a* surjektiv ist.
(i) surjektiv, falls a* injektiv ist.

(iii) bijektiv, falls a* bijektiv ist.

Ein Morphismus a: G — H von k—Gruppen ist genau dann injektiv und surjektiv,
wenn a bijektiv ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ar: G(R) — H(R) fiir jede
k—Algebra R bijektiv ist. Ist a injektiv, so ist jedes ar: G(R) — H(R) injektiv.

Aber im Allgemeinen ist fiir einen surjektiven Morphismus a: G — H nicht auch
ar: G(R) — H(R) surjektiv. Sei zum Beispiel k¥ = Q = R und betrachte den Morphis-
mus G,, — G,, mit & — x2. Dieser Morphismus ist surjektiv, aber nicht surjektiv auf
Q-Punkten.

Wir werden zeigen, dass ein Morphismus a: G — H genau dann injektiv ist, wenn
jedes ap: G(R) — H(R) injektiv ist. Dazu bendétigen wir ein technisches Hilfsmittel,
die Treu-Flachheit von Hopf-Algebren. Fiir einen Ring A schreiben wir A-Mod fiir die
Kategorie der A—Moduln.

Definition 57. Ein Ringhomomorphismus f: A — B heifit treu—flach, falls eine Se-
quenz

00— M M — M" 0
von A-Moduln genau dann exakt ist, wenn die induzierte Sequenz
0— M@ B—M®sB—M'®4B—0

von B—Moduln exakt ist. Insbesondere ist jeder treu—flache Ringhomomorphismus flach.

Lemma 58. Sei f: A—— B treu—flach. Dann gilt:
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(i) Ist M ® 4 B =0 fir M € A-Mod, so folgt bereits M = 0.
(i) Ist
0— M, 9 My o M

eine Sequenz von A—Moduln, so dass

g®id h®id

00— My ®4 B My ®a B

Ms®4 B

exakt ist, dann ist auch die urspriingliche Sequenz exakt.
(iii) Der Ringhomomorphismus f: A — B ist injektiv und

flA)={beB:b®1=1Rb€c B®4 B}.
Anders gesagt, die Sequenz
0— AL B Bo,B

mit () =b®1—1® b ist exakt.
(iv) Jedes n € Max(A) ist von der Form n = f~Y(m) fiir ein m € Max(B).

Beweis.
(i) Die Sequenz 0 — 0 — M — 0 — 0 ist exakt, da M ®4 B = 0 ist. Also ist
M =0.

(i) Ist die Sequenz

g®id h®id

0— M;®4 B

My ®a B

Ms®4 B

exakt, so auch

g®id h®id

0— M;®4 B

My ®a B

im(h®id) — 0

und im(h ® id) = h(Mz) ®4 B, wegen der Flachheit. Wegen der Treu-Flachheit
folgt, dass

0 — My —— My " h(My) — 0

exakt ist, d.h. dass
0 — My —2 My L My

exakt ist.
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(iii) Es gentigt, die Aussage nach Tensorieren mit B zu zeigen, d.h. dass

1®— P®id

0—B

B®a B

B®yB®aB

exakt ist. Die Abbildung 1 ® — hat ein Linksinverses so: B ® 4 B — B, gegeben
durch sp(by ® be) = bybg, ist also injektiv. Definiere s1: B®4 B®4 B — B®y B
durch Sl(bl ® by ® bg) =h® (bzbg) Dann ist sl(cp ® ld) + (1 ® —)So = idB®ABa
also folgt im(1 ® —) D ker(¢ ®id). Es folgt sogar Gleichheit.

(iv) Sein € Max(A). Dann ist A/n # 0, also B/f(n)B = A/n®4 B # 0. Also existiert
ein m € Max(B) mit m D f(n)B D f(n). Es folgt f~'(m) > f~1(f(n)) D n, also
n=f"1(m). O

Folgendes Resultat ist im Folgenden sehr wichtig, aber der Beweis ist aufwéndig und
wir verweisen auf die Literatur, siche Waterhouse Kapitel 14 oder Milne Kapitel 11.

Lemma 59. Ist f: A — B ein injektiver Homomorphismus von Hopf-Algebren tber
k, so ist f treu—flach.

Satz 60. Sei a: G — H Morphismus von algebraischen k—Gruppen und K|k eine
algebraisch abgeschlossene Kérpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(i) a ist injektiv, d.h. a* surjektiv.

(ii) agr ist injektiv fir alle k—Algebren R, d.h. kera = {1}.

(iii) ax und da: Lie(G) — Lie(H) sind injektiv.

Beweis. Die Richtung (i)—(iii) haben wir schon gesehen. Fir (iii)—(ii) sei N = kera.
Dann ist N(K) = ker(ax) = {1}, also N endlich nach Lemma 43. Auflerdem ist
Lie(N) = Lie(ker a) = ker(da) = 0 nach Lemma 50. Also ist dim N = 0 = dimy, Lie(N)
und N glatt wegen Proposition 52, insbesondere K[N| reduziert. Es folgt

Km@p;Kmmwﬁz[[KWMhn%K"
meMax(K[Nk])

mit n = dimy K[Ng] = dimg k[N]. Also ist n = |Max(K[Nk])| = |[N(K)| = 1, d.h.
k[N] = k und damit N = {1}.

Fiir (ii)—(i) haben wir eine Faktorisierung G —— ima “— H, worin ima — H
injektiv und @ surjektiv ist. Daher koénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass a
surjektiv, also dass a*: k[H] — k[G] injektiv ist. Wegen Lemma 59 ist a* treu-flach
und nach Lemma 58 ist

0— A B2 BB,

mit A = k[H], B = k[G] und ¢(b) =b® 1 —1® b, exakt. Seien ¢1,92 € G(B ®4 B) =
Homy (B, B ®4 B) die Gruppenelemente mit g1(b) = b ® 1 und g2(b) = 1 ® b. Dann ist
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aBe,B(91) = g1 oa* = g2 0a* = apg,p(g92). Wegen der Injektivitdt von apg ,p folgt
g1 = g2, d.h.
B={beB:b1=120b} =a"(A).

Also ist a* surjektiv, d.h. a injektiv. O

Proposition 61. Seia: G — H ein Morphismus von algebraischen k—Gruppen und
K|k eine algebraisch abgeschlossenen Korpererweiterung.
(i) Ist a surjektiv, d.h. a* injektiv, so ist auch ax: G(K) — H(K) surjektiv.
(ii) Ist H glatt, so ist genau dann a surjektiv, wenn arx: G(K) — H(K) surjektiv
1st.

Bewess.
(i) Sei ohne Einschrinkung k = K = K,);. Wegen Lemma 59 ist a*: k[H] — k[G]
treu—flach. Wir haben ein kommutatives Diagramm

G(k) ——— H(k)
2 2
Max(k[G]) ——— Max(k[H]).

m——— (a*)"'(m)

Also folgt mit Lemma 58, dass a; surjektiv ist.

(ii) Sei ax: G(K) — H(K) surjektiv und H glatt und wieder ohne Einschrankung
k= K = K. Wegen der Surjektivitat von ay ist jedes n € Max(k[H]) von der
Form (a*)~!(m) mit m € Max(k[G]), enthilt also insbesondere ker a*. Also ist

kera* C (1) n=Nil(k[H]) = Nil(K[H]) = 0,
neMax(k[H])

denn H ist glatt. Also ist a* injektiv, d.h. a surjektiv. O

Korollar 62. Sei a: G — H ein Morphismus von algebraischen k—Gruppen, H glatt
und sei K|k eine algebraische abgeschlossenen Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(i) a ist ein Isomorphismus (d.h. bijektiv).
(ii) a st injektiv und surjektiv.
(iii) ax: Gxg — Hg ist ein Isomorphismus und da: Lie(G) — Lie(H) ist injektiv.

Beweis. Das folgt direkt aus Satz 60 und Proposition 61 O

Bemerkung. Ist £ nicht unbedingt ein Korper, so sollte man surjektive Morphismen
a: G — H als diejenigen Morphismen definieren, fiir die a*: K[H| — K|[G] treu-flach
ist.
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Ubung.
(i) Ist f: R — S treu—flach, so ist fiir jeden Ringhomomorphismus g: R — A der
Ringhomomorphismus A — S ®p A ebenfalls treu—flach.
(ii) Ein Morphismus a: G — H von algebraischen k—Gruppen ist genau dann surjek-
tiv, wenn es fiir jede k—Algebra R und jedes h € H(R) eine treu—flache Ringerwei-
terung S|R gibt mit hg € im(ag).

Definition 63. Sei G eine algebraische k—Gruppe und N eine normale Untergruppe von
G. Eine algebraische k—Gruppe H mit einem surjektiven Morphismus a: G — H mit
Kern N heifit Quotient von G modulo N.

Lemma 64.
(i) Ist a: G — H surjektiv mit Kern N, so faktorisiert jeder Morphismus a': G —
H' mit Kern kera’ D N eindeutig durch a.
(ii) Ein Quotient von G modulo N ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, d.h. sind
a: G — H und d’: G — H' surjektiv mit Kern N, so existiert ein eindeutiger
Isomorphismus b: H — H' mitboa =a'.

Beweis. (i) Sei A = k[H], B = k[G] und ¢1,92: B — B ®4 B mit ¢1(b) = b® 1
und g2(b) = 1 ® b. Dann sind g1,92 € Homy a1g(B, B ®4 B) = G(B ®4 B). Wegen
aBe,B(91) = apg,B(g2) existiert ein n € N(B ®4 B) mit g; = ngs. Dann gilt

gio(a)" =apg,plg1) = dpg,5(92) = g20 (d')",

dh. im(a)* C{be B:b®1 =1® b} = a*(A). Die letzte Gleichung benutzt, dass a*
treu—flach ist. Wir erhalten also eine eindeutige Faktorisierung

k[H'] a*(A) —=— k[H]
(@) -
k[G]
und diese entspricht einer eindeutigen Faktorisierung
G——H
\ H,.
(ii) folgt direkt aus (i). O

Beispiel.
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(i) Die Untergruppe p, C Gy, ist normal mit Quotient G,,, da (=)": G,, — Gy,
surjektiv mit Kern pu,, ist. Das ist der Fall, da G,, glatt und (—)": k;lg — k:axlg
surjektiv ist.

(ii) Die Untergruppe SL,, C GL,, ist normal mit Quotient G, da det: GL, — G,,
surjektiv ist.

(iii) Fiir m | n ist gy, C py normal mit Quotient fiy, /p, -

Das folgende Resultat ist wichtig, aber nur mit viel Aufwand zu beweisen. Der Beweis
wird in Waterhouse Kapitel 16 oder Milne Kapitel 17 gefiihrt.

Satz 65. Fir jede normale Untergruppe N einer algebraischen k—Gruppe G existiert
ein Quotient H von G modulo N. Wir schreiben G/N = H, das ist eindeutig bis auf
eindeutige Isomorphie.

Beweisskizze. Als k—Gruppenfunktor definiert man den Quotienten H von G modulo N
wie folgt. Sei Hj,: k-Alg — Grp der “naive” Quotient, d.h. H,(R) = G(R)/N(R). Ist
R — S treu—flach, so sei

H(R— 8) = {h € Hy(S): Hy(t1)(h) = Hn(12)(h) € Hp(S ®5 S)}

der Egalisator von H, (1), Hp(t2): Hp(S) — Hy,(S ®p S) wobei ¢1(s) = s ® 1 und
t2(s) =1 ® s. Man definiert nun

H(R) :th(RHS)

als den direkten Limes iiber alle treu—flachen Ringhomomorphismen R — S, wobei
(R— S") D (R — 95), falls R — 5" durch R — S so faktorisiert, dass S — 5’
treu—flach ist. Man zeigt dann, dass der natiirliche Morphismus H,, — H trivialen Kern
hat und dass H eine algebraische k—Gruppe ist. Explizit gilt

k[H] = {z € k[G]: ¢(z) — z ® 1 € k[G] @5 I(N)}.

Dann ist die Komposition G — H,, — H surjektiv und hat Kern N. Besonders die
Darstellbarkeit ist dabei schwierig zu zeigen.

Definition 66. Eine Sequenz

a

1— N-*“a¢g>Hg—1

von algebraischen k—Gruppen heifit exakt, falls b surjektiv ist und a einen Isomorphismus
N =% ker b induziert.

42



II. Elementare Eigenschaften und Konstruktionen

Lemma 67. Ist

a

b
1— N G—H—1
eine exakte Sequenz und K|k eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von k, dann
15t
ax

1 — N(K) ™ G(K) 2 GK) — 1

exakt.
Beweis. Da a einen Isomorphismus N == ker b induziert, ist

aK

| — N(K) 2 q(K) 2 H(K)

exakt und da b surjektiv ist, ist wegen Proposition 61 auch

G(K) 2 H(K) — 1
exakt. O
Korollar 68. In einer exakten Sequenz

a

1— N-*“¢ X Hg—1

ist G genau dann endlich, wenn N und H es sind.
Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 67 und Lemma 43. O

Lemma 69. Sei H glatt und K|k eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung. Dann
15t

a

1— N GLHil

genau dann exakt, wenn

(i) Fiir alle R € k-Alg ist 1 — N(R) -2 G(R) br H(R) exakt, und
(ii) der Homomorphismus b : G(K) — H(K) ist surjektiv.

Beweis. Wegen Proposition 61 ist b: G — H genau dann surjektiv, wenn (ii) gilt, und
a induziert genau dann einen Isomorphismus N —~% ker b, wenn (i) gilt. O

Proposition 70. Ist

a

1— N-*“¢->H—1

etne exakt Sequenz, so ist dim G = dim N + dim H.
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Beweis. Wir haben diese Formel schon im Spezialfall G = N x H gesehen oder wenn
G endlich ist. Fir den allgemeinen Fall verwenden wir ein wichtiges Resultat aus der
kommutativen Algebra tiber flache Morphismen:

Lemma 71. Sei f: A — B ein flacher Homomorphismus von k—Algebren, wobei A
und B endlich erzeugt sind. Dann gilt fiir alle Primideale q von B und p = f~1(q), dass

dim By = dim A, + dim(B ®4 ﬁ(p))q/,

wobei q' das eindeutige Primideal in B ® 4 k(p) mit Urbild q in B ist.
Leicht allgemeiner bzw. geometrischer gilt fiir einen flachen Morphismus f: X — Y
von k—Schemata von endlichem Typ, dass

dim, X = dim, Y + dim, X,,.

fir allex € X und y = f(x), wobei dim, X = dim Ox , die lokale Dimension von X an
x und X, die geometrische Faser iber y ist.

Der Beweis findet sich in Hartshorne, Kapitel III Proposition 9.5.

Beweis von Proposition 70 (Fort.) Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass k
algebraisch abgeschlossen ist. Setze A = k[H], B = k[G] und sei q = I das Augmen-
tationsideal. Der Homomorphismus b*: A — B ist treu—flach, insbesondere flach, und
k[N| = k[G] @k kb = B ®a r(Iy). Die Sequenz

1— N(k) — G(k) — H(k) — 1

ist exakt und man hat Bijektionen G(k) = Max(B) und H (k) = Max(A), wobei 1 € G(k)
dem Augmentationsideal g entspricht. Es folgt, dass in der Notation von Lemma 71
q = Iy und p = Iy gilt. Es folgt, dass

dim k[G];, = dim k[H],, + dim k[N]7y.

Da k algebraisch abgeschlossen ist, folgt aus Korollar 54 also dim G = dim H + dim N.
O

Bemerkung. Ist G endlich, so nennt man |G| := dimy k[G] die Ordnung von G. Zum

Beispiel ist |un| = n. Ist G zusétzlich glatt, so ist |G| = [G(kag)|, da dann kag[Gr,,,] =
k:ligl x k(G gilt. Ist 1 — N — G — H —— 1 eine exakte Sequenz, in der G (und damit
N und H) endlich ist, so kann man zeigen, dass |G| = |N| - |H|. Sind G und N (und
damit auch H) glatt, so folgt das aus Lemma 67. Der allgemeine Fall erfordert mehr

Arbeit.

>~
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Korollar 72. Ist 1 — N — G — H — 1 exakt und sind N und H glatt, so ist
auch G glatt. Im Allgemeinen folgt aber nicht, dass N glatt ist, wenn G glatt ist.

Beweis. Sei b der Morphismus b: G — H. Wegen Lemma 50 ist Lie(N) = ker(db). Also
folgt aus Proposition 52 und Proposition 70, dass

dim G = dim N + dim H = dimy, Lie(N) + dimy, Lie(H) > dimy, Lie(G) > dim G,

das heifit, dass G glatt ist. O

11.4. Zusammenhangskomponente der Eins
Das Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion einer exakten Sequenz
1 —G"—G— 7m(G)— 1,

so dass G als affines Schema zusammenhiingend ist und 7o(G) eine glatte endliche
algebraische Gruppe ist, deren Ordnung die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von G, als affinem Schema zéhlt.

Lemma 73. Sei A eine als k—Vektorraum endlich dimensionale k—Algebra. Sei K|k eine
algebraisch abgeschlossene Erweiterung. Dann sind dquivalent:
(i) A®y K ist reduziert.
(i) A®p K = KdmeA,
(iii) A =TI; L; mit endlichen, separablen Korpererweiterungen L;lk.

Beweis. Die Richtung (ii—i) ist klar. Fir (iii—ii) sei A = [[; L; mit L;|k separabel und
endlich. Aus dem Satz vom primitiven Element folgt, dass L; = k[X]/(f;) fir separable
Polynome f; € k[X], d.h. keins der f; hat mehrfache Nullstellen in K. Es folgt aus dem
chinesischen Restsatz, dass

Agy K = [ KIX)/(fi) = [] Ko h = gtmed,

Fiir (i—iii) bemerke man, dass A reduziert ist, wenn A ®j K reduziert ist, und es folgt,
dass

A= H A/mi,
i=1

worin my,...,m, die maximalen Ideale von A sind. Es bleibt noch zu zeigen, dass jedes
L; := A/m; eine separable Korpererweiterung von k ist. Wir kénnen ohne Einschrankung
annehmen, dass A = L eine Korper ist, da das Tensorprodukt mit endlichen Produkten
vertauscht. Nehme an, L wére nicht separabel, d.h. es gibt ein Element x € L, dessen
Minimalpolynom f nicht separabel ist. Wir erhalten eine Injektion k[X]/(f) < L und
somit auch eine Injektion K[X]/(f) — L ®; K. Aber K[X]/(f) ist nicht reduziert, da
f nicht separabel ist, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass A ®j K reduziert ist. [

45



II. Elementare Eigenschaften und Konstruktionen

Definition 74. Eine k—Algebra heifit étale, falls sie endlich dimensional ist und die
dquivalenten Bedingungen aus Lemma 73 erfiillt.

Korollar 75. Unteralgebren, endliche Produkte, Quotienten und Tensorprodukte von
étalen k—Algebren sind wieder étale.

Beweis. Fiir Unteralgebren verwenden wir (i) aus Lemma 73. Fiir endliche Produkte,
Quotienten und Tensorprodukte verwendet man (ii). O

Korollar 76. Sei k'|k eine Korpererweiterung und A eine k—Algebra. Dann ist A genau
dann étale, falls A @y k' dies als k'-Algebra ist.

Beweis. Sei K|k eine algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung. Dann gilt natiirlich
A K= (A®, k') @k K und die Aussage folgt aus der Bedingung (i). O

Sei nun A eine beliebige endlich erzeugte k-Algebra. Da A ®j, ka1 noethersch ist, ist
die Anzahl N der Idempotenten von A ®j, kg endlich. Fiir jede étale Teilalgebra B von
A ist daher dimg B < N. Sind B; und Bs étale Teilalgebren, so ist auch die von B; und
B erzeugte Teilalgebra

B1By = 1m(31 Rk By — A)

étale, denn sie ist ein Quotient eines Tensorprodukts von étalen k—Algebren. Es folgt,

dass eine grofite étale Teilalgebra von A existiert.

Definition 77. Wir definieren my(A) als die (eindeutige) grofite étale Teilalgebra von
A.

Bemerkung. Die Algebra m(A) enthélt alle Idempotenten e von A, da

k falls k
k[e]%{ alls e €

E[X]/(X? - X)2k? fallsed k.
Folgendes Resultat wére zwar recht elementar zu beweisen, macht aber Arbeit.

Lemma 78. Sei k'|k eine Korpererweiterung und seien A und B endliche étale k—
Algebren. Dann gilt

(i) 7T0(A Rk k‘/) = 7T0(A) Rk K.

(11) 7T0(A Rk B) = 7T0(A) Rk 7T0(B).

Beweisidee. Die Inklusionen mo(A®y k") D mo(A) @k k' und mo(A R B) D mo(A) @k mo(B)
folgen direkt aus Korollar 75 und Korollar 76. Der Beweis der umgekehrten Inklusionen
steht in Waterhouse, Kapitel 6.5, oder Milne, Kapitel VIIIL.2.
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Korollar 79. Fiir jede endlich erzeugte k—Algebra A und jede algebraisch abgeschlossene
Erweiterung K|k ist dimg mo(A) gleich der Anzahl der primitiven Idempotenten von A®y
K. Hierbei heifit ein idempotentes Element e € AN{0} primitiv, wenn es keine Zerlequng
e = ey + eg in weitere Idempotente ey, es mit eyea = 0 gibt. Also ist dimy mo(A) ist die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Spec(A ®j K).

Beweis. Wegen Lemma 78 ist mo(A @y, K) = m9(A) @) K = K9 70(4) Da 7o(A @4, K)
alle Idempotenten von A ®; K enthélt, ist dimy mo(A) gleich der Anzahl an primitiven
Idempotenten von 7y (A ®y, K), also auch gleich der Anzahl der primitiven Idempotenten
von A ® K. ]

Sei nun G eine algebraische k—Gruppe und A = k[G] die zugehorige Hopf-Algebra.
Dann ist mp(A) eine Hopf-Unteralgebra, denn es gilt i(m(A)) C mo(A) fiir die Koinverse
und ¢(mp(A)) C mo(ARkA) = mo(A)@pmo(A) fiir die Komultiplikation. Also existiert eine
algebraische k—Gruppe mo(G) mit k[mo(G)] = mo(A), zusammen mit einem surjektiven
Morphismus G — 7y (G) induziert von der Inklusion my(A) — A.

Definition 80. Die algebraische k~Gruppe mo(G) mit k[mo(G)] = mo(k[G]) heiBit die
Komponentengruppe von G. Der Kern G° des kanonischen Morphismus G — mo(G)
heifit die Zusammenhangskomponente der 1 von G.

Wir haben also wie gewiinscht eine exakte Sequenz 1 — G° — G — 1(G) — 1
und wegen Korollar 79 ist auch |mo(G)| gleich der Anzahl der Zusammenhangskompo-
nenten von Gkalg betrachtet als affines Schema.

Lemma 81. Fiir jede Korpererweiterung k'|k ist mo(Gr) = 70(G) g und (Gr)® = (GO)pr.

Beweis. Wegen der kanonischen Isomorphismen &'[m(Gy)] = mo (K [Grr]) = mo(k[G] @k
E') und k' [mo(G)ir] = klmo(G)] @k k' = mo(k[G]) @k k' folgt die erste Behauptung aus
Lemma 78. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten wegen der Definition von G als
ker(G —» mo(G)). O

Definition 82. Wir nennen eine algebraische k—Gruppe G
(i) zusammenhdngend, falls mo(G) = {1} ist.
(i) étale, falls k[G] étale ist.

Fiir jede algebraische k—Gruppe ist die Komponentengruppe my(G) étale und jeder
Morphismus G — E in eine étale algebraische k—Gruppe E faktorisiert eindeutig durch
mo(G). Insofern ist 7o(G) der groBite étale Quotient von G.

Korollar 83. Sei G eine algebraische k—Gruppe und kK'|k eine Korpererweiterung. Dann
ist G genau dann étale bzw. zusammenhdngend, wenn G es ist.

Beweis. Korollar 76 besagt, dass k'[Gp/] = k[G] ® k" genau dann étale ist, wenn k[G] es
ist. Lemma 81 besagt, dass my(G) stabil unter Skalarerweiterung ist, deshalb folgt auch
die andere Aquivalenz. O
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Proposition 84. Sei G eine algebraische k—Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) G ist zusammenhdngend, d.h. 7o(G) = {1}.

(ii) mo(k[G]) = k.

(iii) mo(k[G]) ist ein Korper.

(iv) Spec(k[G]) ist zusammenhdngend als topologischer Raum, d.h. k|G| hat keine Idem-

potenten ausser 0 und 1.
(v) Spec(k|G]) ist irreduzibel, d.h. k[G]req ist ein Integritdtsring.
(vi) G =G°.

Beweis. Die Aquivalenz von (i), (ii) und (vi) ist klar, genauso (ii)—(iii). Auerdem ist
die Aquivalenz von (iii) und (iv) klar und die Implikation (v)—(iv). Fiir die Implikation
(iii)—(ii) sei mo(k[G]) = k[mo(G)] ein Korper. Die Koeinheit u: k[mo(G)] — k ist dann
als Homomorphismus von Kérpern injektiv und es folgt k[mo(G)] = k.

Fiir (iv)—(v) kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass k algebraisch abgeschlos-
sen ist, da wir schon die Aquivalenz von (iv) und (i) bewiesen haben und wir eine Injek-
tion k[Glrea — Kaig[Gk,,Jred, induziert von der Inklusion k[G] < k[G] ®j kayg, haben.
Seien Py, ..., Py, die minimalen Primideale von k[G]. Dann existiert ein maximales Ideal
m mit m 2 p; fiir ¢ > 1, denn sonst hétten wir p; D Nil(k[G]) = N Max(k[G]) D p2-- - Pn,
also p1 D p; fir ein i. Wegen Lemma 53 folgt, dass jedes m € Max(k[G]) genau ein
minimales Primideal p; enthalt, also ist p; +p; = k[G] fur ¢ # j. Nach dem chinesischen
Restsatz existiert ein Isomorphismus

k[G]red = ﬁ k[G]/pl
=1

Da Spec(k[G]req) zusammenhéngend ist, da Spec(k[G]reqa) = Spec(k[G]) als topologischer
Raum, ist dann k[G];eq ein Integritétsring. O

Beispiel. Betrachte ug tiber k = Q. Die Gruppe us ist étale, denn
klus) = k[X]/(X3 —1) =2k x k[X]/(X2+ X + 1)

und X2 4+ X + 1 ist irreduzibel und separabel iiber Q. Die Gruppe u3 ist nicht zusam-
menhéngend. Der topologische Raum Spec(k[us]) hat 2 Zusammenhangskomponenten,
aber Spec(kag[p3]) hat 3 Zusammenhangskomponenten.

Lemma 85. Sei G eine algebraische k—Gruppe.
(i) G ist genau dann étale, wenn G endlich und glatt ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn Lie(G) = 0 ist.
(ii) Lie(G) = Lie(G?).
(iii) G ist genau dann glatt, wenn GO glatt ist.

Bewess.
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(i) Genau dann ist G étale, wenn k[G] eine étale k—Algebra ist, d.h. k[G] ist endlich
dimensional und k|G| ®y kaig ist reduziert. Das ist dquivalent dazu, dass dim G = 0
und dim G = dimy, Lie(G), also folgt auch, dass Lie(G) = 0, wenn G étale ist. Um-
gekehrt gilt immer dim G < dimy, Lie(G) und das impliziert die andere Richtung.

(ii) Es ist Lie(G°) = Lie(ker(G —» mo(G))) = ker(Lie(G) — Lie(mo(G))). Aber
Lie(mo(G)) = 0 wegen (i), also ist Lie(G?) = Lie(G).

(iii) Genau dann ist G glatt, wenn dim G = dimy, Lie(G) = dimy, Lie(G?). Aber es gilt
dim G° = dim G — dim 79 (G) = dim G, also ist genau dann G glatt, wenn G glatt
ist. 0
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I1l. Einige Klassen von algebraischen Gruppen

I11.1. Etale k—~Gruppen

Wir wollen étale algebraische k—Gruppen konstruieren und insbesondere (gewohnliche)
endliche Gruppen als algebraische k—Gruppen realisieren. Sei H eine endliche Gruppe.
Sei A := Abb(H, k) die Menge der Abbildungen H — k. Das ist eine k—Algebra mit
punktweiser Operation. Es gilt A = []j,cy ken, wobei ej, € A die Abbildung mit ej,(h') =
Op,p ist. Wir definieren auf A die Struktur einer Hopf-Algebra wie folgt:

clep) = Z er ® ey,

zy=h
u(en) = On,1,
i(en) = ep-1.

Diese Vorschriften definieren tatsédchlich k—Algebrenhomomorphismen, denn sie sind k—
linear und etwa

clep)cley) = Z ex ® ey Z ey @ ey = Z Crly @ eyey =

zy=h z'y'=h' zy=h
x/y/:h/
0 h# MW
- /
Yay=h €z @€y h=h
= c(epep).

Die restlichen Axiome sind genauso leicht nachzuprifen.

Definition 86. Wir schreiben H ot fiir die zur Hopf—Algebra A = Abb(H, k) gehorige
algebraische k—Gruppe.

Lemma 87. Fiir jede k—Algebra R # 0, die keine Idempotenten ausser 0 und 1 hat, ist
Heonst(R) =2 H und Heonst (k) — Heonst (R) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Jeder k—Algebrenhomomorphismus f: A — R schickt die Idempotenten ep
auf 0 oder 1 und zwar ist f(ep) = 1 fiir genau ein h € H, denn fiir h # h’ gilt immer
0= f(0) = flenew) = flen)f(ew), also ist f(ep) = 0 oder f(ep) = 0. Wire f(ep) = 0
fiir alle h € H, so hitten wir 1 = f(1) = f(3>_exn) =0 in R.

Wir erhalten Heonst(R) = Homy (A, R) = {fn: h € H}, wobei fy(ep) = dp . Es gilt

(- fu)ew) = ((fnr fwr) o &) (enr) = D fulex) fir(ey) = S = frn (enn)-

xy=h'"

Also erhalten wir einen Isomorphismus H = Honst(R), der natiirlich in R ist. Insbeson-
dere ist auch Heopst (k) — Heonst (R) ein Isomorphismus. O
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Lemma 88. Sei H eine endliche Gruppe und G eine algebraische k—Gruppe. Dann
definiert

Hom(HCOIlSt7 G) - HomGI'p(HCOHSt(k)a G(k))
at—— ag
eine Bijektion. Zudem ist a: Heonst — G genau dann injektiv, wenn ay, das ist.

Beweis. Sei A = Abb(H, k) die zu Heonst gehorige Hopf-Algebra. Wir identifizieren
Hom(Hconsta G) = Homk_Hopfalg(kz[G], A) und G(k) = Homk_Alg(k:[G], k) Die der fragli—
chen Abbildung entsprechende Abbildung

@D : Homk_Hopfalg(k[G], A) — HomGrp(H, G(k))
ist dann durch ¥(f)(h) = 7, o f gegeben, wobei

T A= [] ken — kep ==k
heH

die Projektion bezeichnet. Wegen A = [] ke, ist die Abbildung
(2 Homk_Alg(k[G], A) - Abb(H, G(k))

mit ¢(f)(h) = m, o f bijektiv. Es bleibt also zu zeigen, dass genau dann f ein Homo-
morphismus von Hopf-Algebren ist, wenn ¢(f) ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir
identifizieren A ®) A = Abb(H x H, k). Es gilt fir t € k[G], dass

caoft) =Y fB)(h) D ea®ey,

heH zy=h

und daher fiir alle (hy, ho) € H x H, dass

cao f(t)(hi,ha) = D F(t)(h) Y ea(ln)ey(ho) = f(t)(hiha) =

heH zy=h

= Thihy © [ () = o(f)(h1h2)(t).
Andererseits ist
a ® b(hy, he) = a(h1)b(he) = mh, (a)Th, (b) = (Thy, Th,) (@ @ b)
fir alle a,b € A = Abb(H, k), also folgt

f @ f oy (t)(hi, ha) = (T, mhy) © f @ f o ey (t) = (9(f)(h1), o(f)(h2)) o ey (t) =
= (p(F)(h)e(f)(ha))(t)
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fiir alle ¢ € k[G] und hi,hy € H. Daher ist cao f = f ® f o ¢y genau dann, wenn
@(f)(hih2) = o(f)(h1)e(f)(h2) gilt.

Natiirlich ist aj injektiv, wenn a injektiv ist. Umgekehrt geniigt es nach Satz 60 zu
zeigen, dass ag,,, und da: Lie(Hconst) — Lie(G) injektiv sind. Letzteres ist klar wegen
Lie(Heonst) = 0. Das kommutative Diagramm

Hconst(k) - G(k) — Homk(k:[G], k)
2
Hconst(kalg) ar,, G(k?alg) o Homk(k[G], kalg)a
alg

worin Heongst (k) — Heonst(Kalg) nach Lemma 87 ein Isomorphismus ist, zeigt, dass gy
injektiv ist. O

Beispiel. Betrachte den Normalisator N = Nqgr,,(Dy,) D Zgr,(Dn) = Dy, der Diagonal-
matrizen in GL,,. Dann ist (Sy,)const C N, denn wir haben einen injektiven Gruppenho-
momorphismus

Sp, — N (k) C GL, (k)

c— P,

mit der zu o gehorigen Permutationsmatrix P,.

Ubung. Definiere semidirekte Produkte von algebraischen k-Gruppen und zeige, dass
N = Dn Dol (Sn)const-

Um étale algebraische k—Gruppen Hg zu konstruieren, gehen wir von einer endlichen
Gruppe H mit einer stetigen Operation der absoluten Galoisgruppe von k aus.

Definition 89. Sei I' = Gal(ksep|k) die absolute Galoisgruppe. Eine I'-Operation auf
einer endlichen Gruppe H heifit stetig, falls sie (d.h. der sie definierende Homomorphis-
mus I' — Aut(H)) durch einen endlichen Quotienten von I' faktorisiert, d.h. von der
Operation der Galoisgruppe einer endlichen Galoiserweiterung L|k herriihrt.

Ist nun eine stetige I'-Operation auf H gegeben, betrachten wir die kgep—Algebra
Agep = Abb(H, ksep) und definieren

A:AF :{fiHHksep:f(fyh):’yf(h)}

sep

als die Invarianten der T~Operation mit (7f)(h) = 7f(?" ' h) auf Agep- Ist die '-Operation
auf H trivial, so gilt wegen kgep = k, dass A = Abb(H, k). Im Allgemeinen koénnen wir
Folgendes aussagen:
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Proposition 90. Die Algebra A = Agep ist stets eine étale k—-Algebra und trdigt die
Struktur einer Hopf-Algebra, induziert von Agep. Weiter ist Asep = A ®y, ksep als Hopf-
Algebren iiber ksep, d.h. der kanonische kgep—Algebrenhomomorphismus A ®j, ksep —

Agep st ein Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢: A @ ksep — Asep Mit p(a ® X) = Aa ein Isomor-
phismus von kgp—Algebren ist. Ware ker ¢ # 0, so wiahle n > 1 minimal, so dass ein
a=3",a;®\ € kerp ~\ {0} existiert. Insbesondere sind dann fiir ein solches « die
ai,...,ay k-linear unabhingig. Wir kdnnen ohne Einschrénkung annehmen, dass A\ = 1
ist und ein v € I' existiert mit YAy # Ao. Dann ist

und a — " € ker ¢, denn «a € ker ¢ und ¢ ist I'-Aquivariant. Das ist ein Widerspruch
zur Minimalitdt von n.

Fiir die Surjektivitét von ¢ sei f € Agep. Da I stetig auf H operiert und f(H) C kgep in
einer endlichen Galoiserweiterung von k liegt, existiert eine endliche Galoiserweiterung
Lik,sodass 7 f = fist firalley € I'y, = Gal(kgep|L). Seid=[L : k] =[[': '], £1,...,44
eine k—Basis von L und sei 71, ...,74 ein Reprisentantensystem der Linksnebenklassen
I'/Tp. Dannist I'f = {7 f,...,7 f}. Seien

d
fj — Z%gj%f
i=1
fir j =1,...,d. Dann sind f1,..., fq € A. Da

fi nf

~ (v6)

und 7 f = f fiir ein 4, geniigt es zu zeigen, dass die Matrix ("¢ ) € My(L) invertierbar
ist. Aus der Galoistheorie ist bekannt, dass die Elemente von Gal(L|k) betrachtet als
Elemente von Endy(L) linear unabhéngig sind. Deshalb sind auch die Zeilen von (i¢;)
linear unabhéngig, d.h diese Matrix ist invertierbar.

Also haben wir gezeigt, dass Agep = A®y, ksep gilt. Um nun eine Hopf-Algebrastruktur
auf A zu erhalten, bemerken wir, dass die bekannten kg.p—Algebrenhomomorphismus
c: Asep — Asep Ohaep Aseps Ut Asep — kisep und i: Agepy — Agep alle I'-dquivariant

f:d Wd.f
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sind. Etwa gilt (Yey)(h) = ey (7 h) = 0, -1, = evz(h) fiir alle h, also folgt

Te(f) = Z”f(h) Z ey @ evy =

heH zy=h
=Y "fh) D ew@ey
heH z'y'="h
= Z “’f(h/) Z er @ ey
heH zy="h'
=2 M) Y ea®ey =
heH zy=h
=c("f)
Daher ist ¢(A) C (Asep ®@pyop Asep)’s u(A) C kly = k und i(A) C AL, = A. Es bleibt

noch zu zeigen, dass (Asep @y, Asep)F = A®y, A gilt. Dabei ist die Inklusion (Asep ®k,.,
Agep)t D A @) A Klar. Es ist (Asep @y, Asep)’ = Abb(H x H, keep)' und A @ A
und Abb(H x H, ksep)' haben beide Dimension |H|?. Daher induzieren ¢, u und i k—
Algebrenhomomorphismen c4: A — AR A, us: A— kundig: A— A. Esist leicht
zu zeigen, dass (A, ca,ua,i4) die Hopf-Axiome erfiillt und dass ¢: A @y, ksep — Asep
ein Homomorphismus von Hopf-Algebren iiber kg, ist. O

Definition 91. Sei H eine endliche Gruppe mit einer stetigen Operation der absoluten
Galoisgruppe I' = Gal(kgep|k). Dann schreiben wir Hg; fiir die zu A = Abb(H, ksep)r
gehorige étale algebraische k—Gruppe.

Beispiel. Sein > 1 und k ein Koérper mit char(k) = 0 oder chark = p { n. Sei K = k((,),
wobei (,, eine primitive n—te Einheitswurzel bezeichnet. Dann ist L|k galoissch mit
Gal(L|k) C (Z/nZ)* = Aut(Z/nZ). Dann operiert I' = Gal(ksep|k) auf Z/nZ via der
natiirlichen Gal(L|k)-Operation auf Z/nZ. Dann ist (Z/nZ)s = pn: Die Abbildung
f:Z/nZ — keep mit f([i]) = ¢! ist nach Konstruktion ['fiquivariant, d.h. f € A =
AL, mit f" = 1. Also definiert f einen k-Algebrenhomomorphismus k[X]/(X" — 1) —

A, der ein Isomorphismus von Hopf-Algebren ist (wobei k£[X]/(X™ — 1) die Hopf-Algebra
ZU fuy, ist), wie man leicht nachrechnet.

Fiir eine étale k—Algebra A ist bereits A®ksep = k:geiglk A da A®y Esep direktes Produkt
von separablen Korpererweiterung von kgep ist. Daher hat fiir eine étale k—~Gruppe G die
Gruppe G (ksep) = Homy (k[G], ksep) = Homy,, (K[G] @ ksep, ksep) genau |G| = dimy k[G]
Elemente. Auflerdem operiert I' = Gal(kgep|k) auf G(ksep) mittels der Operation auf kgep.
Diese Operation ist stetig, da fiir jedes Element g € Homy(k[G], ksep) das Bild g(k[G])

in einer endlichen Galoiserweiterung von k liegt.

Theorem 92. Sei I'-Grp die Kategorie von endlichen Gruppen mit stetiger Operation
von I' = Gal(ksep|k) mit I'~dquivarianten Gruppenhomomorphismen und k- EtGrp die
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Kategorie von étalen algebraischen k—Gruppen. Dann definiert

I'-Grp — k- EtGrp
H— Hét
G(ksep) — G

eine Aquivalenz von Kategorien.
Beweis. Siehe Waterhouse Kapitel 6.4 oder Milne Theorem 2.11.

Hiermit ist die Vorlesung (und somit das Skript) zu Ende.
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